
Poglavje 6

Celularni avtomati

Celularni ali celi£ni avtomati (angl. cellular automata - CA) predstavljajo dis-
kretne modele sistemov, s katerimi prou£ujemo podro£ji ra£unske teorije in di-
namike kompleksnih sistemov, ki temeljijo na distribuiranem odlo£anju. Zna-
£ilnost diskretnosti glasi tako na £asovnost (dinamika se modelira v diskretnih
£asovnih korakih), kot tudi na zalogo stanj, ki jih lahko zasedejo posamezne
entitete modela. Pred samo de�nicijo CA si njihovo uporabno vrednost oglejmo
na poznanem vzor£nem primeru Conwayeve igre ºivljenja.

6.1 Conwayeva igra ºivljenja

J. H. Conway igro ºivljenja predstavi l.1970. Gre za diskretni model dinamike
ali evolucije hipoteti£ne umetne populacije entitet, £igar simulacijo sproºimo na
osnovi za£etnega stanja CA strukture, ki je de�nirana s stanjem posameznih en-
titet, v nadaljevanju pa analiziramo dinamiko, do katere privede za£etno stanje
strukture.

Conway igro de�nira v neskon£nem 2-D prostoru, v katerem so regularno ali
v obeh dimenzijah enakomerno razporejene kvadratne celice. Posamezno celico
CA strukture si intepretiramo kot avtomat, ki v diskretnih £asovnih korakih me-
nja svoja stanja v odvisnosti od svojega predhodnega stanja in stanja sosednjih
celic na predhodnem koraku. Po Conwayu vsaka od celic lahko zasede eno od
dveh moºnih stanj in sicer je celica lahko �ºiva� ali �mrtva�. Ob predpostavki,
da je 2-D prostor celic indeksiran in s tem posledi£no naslovljiv, kar pomeni,
da se na posamezne celice lahko slicujemo preko njihovih naslovov, formacijo
novega stanja cx,y celice z lokacije (x, y) formalno zapi²emo z izrazom

cx,y(t+ 1) = f(cx,y(t), n(cx,y(t))), (6.1)

pri £emer cx,y(t) predstavlja stanje opazovane celice na lokaciji (x, y) v £asu t,
n(cx,y(t)) stanja sosednjih celic opazovane celice v £asu t, f pa preslikovalno
funkcijo. Conway sosedstvo ali stanja sosednjih celic de�nira z mnoºico celic, ki
neposredno mejijo na opazovano celico. Formalno sosedstvo opazovane celice z
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lokacije (x, y) zapi²emo z izrazom

n(cx,y) = {cx−1,y+1, cx,y+1, cx+1,y+1, cx−1,y, cx+1,y, cx−1,y−1, cx,y−1, cx+1,y−1} .
(6.2)

Na sliki 6.1 je predstavljena opazovana celica na lokaciji (x, y) in njene sosede.
Preslikovalno funkcijo f Conway de�nira na osnovi slede£ih jezikovnih ali ling-

c
x,y

c
x- ,y1

c
x+ ,y1

c
x,y+1

c
x,y-1

c
x- ,y+1 1

c
x+1 1,y+

c
x- ,y-1 1

c
x+1 1,y-

Slika 6.1: Conwayeva de�nicija sosedstva celice uporabljena v igri ºivljenja.

visti£nih pravil:

� vsaka ºiva celica bo na naslednjem koraku mrtva, £e ima v sosedstvu na
teko£em koraku manj kot dve ºivi celici,

� vsaka ºiva celica bo tudi na naslednjem koraku ostala ºiva, £e ima na
teko£em koraku v sosedstvu dve ali tri ºive celice,

� vsaka ºiva celica bo na naslednjem koraku mrtva, £e ima na teko£em
koraku v sosedstvu ve£ kot tri ºive celice,

� vsaka mrtva celica bo na naslednjem koraku oºivela, £e ima na teko£em
koraku v sosedstvu natanko tri ºive celice.

Conway lingvisti£na pravila formira po hipoteti£nem principu razpoloºljivih vi-
rov za ºivljenje celic. �e je tako ºivih celic v sosedstvu preve£ ali premalo,
zmanjka virov za preºivljanje celic, £e pa so pogoji idealni, mrtve celice preidejo
v ºive [43]. Avtor za£etne kon�guracije stanj CA strukture in njim ustrezne
dinamike na osnovi pravil razdeli v naslednje skupine:

� kon�guracije stanj, ki se skozi £as ohranjajo (angl. still lifes),

� kon�guracije stanj, ki skozi £as oscilirajo (angl. oscillators),

� kon�guracije stanj, ki privedejo do potujo£ih vzorcev v 2-D prostoru (angl.
space ships) in

� kon�guracije stanj, ki vodijo do kaoti£ne dinamike, v kateri ni zaznati
nekega globalnega £asovnega vzorca.

Na sliki 6.2 so predstavljena za£etna stanja CA struktur Conway-eve igre
ºivljenja, ki se skozi diskretne korake simulacije ohranjajo, na sliki 6.3 pa za£e-
tna stanja struktur, ki oscilirajo s periodo 1, pri £emer so na obeh slikah celice
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Slika 6.2: Stati£ne CA strukture igre ºivljenja [43]. Vzorci stanj se skozi £as
ohranjajo (novo stanje vzorca je enako staremu).

Slika 6.3: Oscilirajo£e CA strukture igre ºivljenja s periodo oscilacij 1 [43].

ozna£ene s £rno piko ºive, celice brez ozna£itve s £rno piko pa mrtve. Obsta-
jajo tudi za£etne kon�guracije, ki vodijo do dalj²ih period oscilacij [43]. �e
zanimivej²e so za£etne kon�guracije, ki vodijo do �potujo£ih� vzorcev po povr-
²ini homogenega 2-D prostora celic. Zgled tovrstnega primera �drsalca� (angl.
glider) je prikazan na sliki 6.4. Oblikovno se vzorec obnovi po ²tirih korakih
dinamike, pri £emer se premakne za eno mesto po diagonali desno navzdol v ko-
ordinatnem sistemu. Tako se koordinate globalnega vzorca ºivih celic po vsakih
²tirih korakih dinamike spremenijo po pravilu

x(t+ 4) = x(t) + 1, y(t+ 4) = y(t)− 1. (6.3)

Izkaºe se, da z omenjeno igro lahko zgradimo Turingov stroj, s £imer se model
izkaºe kot univerzalen koncept za vzpostavitev modela poljubnega diskretnega
dinami£nega procesa.
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Slika 6.4: Potujo£a CA struktura �drsalca� v igri ºivljenja v 2-D prostoru [43].

6.2 Enodimenzionalni celularni avtomati

Za za£etek zapi²imo najpreprostej²o de�nicijo celularnih avtomatov v enodi-
menzionalnem (1-D) prostoru, povzeto po [44].

De�nicija 2 1-D celularni avtomat je sestavljen iz zaporedja celic. Zaloga
njihovih stanj je diskretna in kon£na - posamezna celica se lahko nahaja v
enem od k moºnih stanj. Ob predpostavki, da je prostor celic indeksiran
(vsaka celica ima svoj indeks i (i =1, ..., n), preko katerega se lahko na-
njo sklicujemo), se stanje vsake celice ci spreminja skozi diskretne £asovne
korake na osnovi pravila, ki je enako za vse celice. Velja izraz

ci(t+ 1) = f(ci−r(t), ci−r+1(t), ..., ci+r−1(t), ci+r(t)), (6.4)

pri £emer f predstavlja preslikovalno funkcijo, ci(t) stanje i-te celice v £asu t,
r pa oddaljenost vplivajo£ih celic na formacijo stanja celice ci v £asu (t+1).

Na osnovi kon£ne in diskretne zaloge stanj posamezne celice ci pridemo do
ugotovitve, da ima preslikovalna funkcija f kar k2r+1 vhodnih vektorjev in da
obstaja kar kk

2r+1

razli£nih tak²nih preslikovalnih funkcij.

De�nicija 3 V primeru, da ima 1-D celularni avtomat zalogo stanj {0, 1}
(k = 2), da je r = 1 in da je preslikovalna funkcija f Boolean-ova funkcija,
tak²en 1-D celularni avtomat imenujemo za elementaren.

Elementarnost 1-D celularne strukture tako izhaja iz majhnega neposrednega
vplivnega sosedstva (r = 1), majhne dvovrednostne zaloge vrednosti stanj (k =
2) in enostavne trovhodne dvovrednostne preslikovalne funkcije. V primeru
predhodno navedene de�nicije sosedstvo i-te celice predstavljata zgolj njena leva
in desna soseda v zaporedju.
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ci−1(t) ci(t) ci+1(t) ci(t+ 1)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Tabela 6.1: Primer preslikovalne funkcije - pravila �90�, r = 1.

Podano de�nicijo 1-D celularnih struktur dodatno pojasnimo z njihovimi
slede£imi zna£ilnostmi [44]:

� prostorska diskretnost (angl. discrete in space, discrete lattice of cells);

� £asovna diskretnost (angl. discrete in time): na vsakem diskretnem £a-
sovnem koraku vsaka celica aºurira svoje stanje glede na stanja sosednjih
celic;

� diskretnost in kon£nost zaloge stanj posamezne celice (discrete in states),

� homogenost celic v kontekstu njihove identi£nosti (vse celice imajo enako
preslikovalno funkcijo ali enak program);

� sinhronsko aºuriranje vrednosti stanj vseh celic;

� deterministi£nost preslikovalne funkcije;

� prostorska lokalnost preslikovalne funkcije: na novo stanje opazovane celice
vplivajo le stanja sosednjih celice, iz £esar izhaja, da imamo opravka z
lokalnimi interakcijami;

� temporalnost preslikovalne funkcije - deluje na osnovi £asovno opredelje-
nih vrednosti stanj s £asovno omejitvijo �vpogleda v zgodovinska stanja�
posameznih celic;

Predpostavimo, da de�niramo preslikovalno funkcijo, kot je prikazano v tabeli
6.1. Na osnovi tabele ugotovimo, da imamo pri enostavnem sosedstvu leve in
desne celice moºnost dolo£iti 28 = 256 razli£nih preslikovalnih funkcij ali pravil.
Pravilo, predstavljeno v tabeli 6.1, deluje po logiki modula po vsoti stanj sosedov
(ci−1(t) ⊕ ci+1(t)). Imenujemo ga tudi pravilo �90� po principu polinomskega
zapisa izhodnih vrednosti preslikovalne funkcije

0 ∗ 27 + 1 ∗ 26 + 0 ∗ 25 + 1 ∗ 24 + 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 1 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 90, (6.5)

pri £emer glede na polinomski zapis, de�nirano sosedstvo celic in njihovo zalogo
vrednosti stanj poznamo pravila z ozna£bami od �0� do �255�.
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6.2.1 Primeri evolucij 1-D avtomatov

Primer £asovno kraj²e evolucije pravila �30� je prikazan na sliki 6.5, povzeti po
viru [45], pri £emer so potemnjene celice v stanju 1, nepotemnjene pa v stanju
0. Gornji del slike gra�£no predstavi delovanje pravila, spodnji mreºni del slike
pa njegovo evolucijo, ali spreminjanje stanj celic skozi £as. Pri tem prva gornja
vrstica v mreºi predstavlja stanja celic v £asu t, druga vrstica v mreºi stanja
celic v £asu t + 1 itd. Za£etno stanje sistema predstavljeno v prvi vrstici je
de�nirano z le eno celico v stanju 1. Primeri £asovno dalj²ih evolucij pravil �0�,

Slika 6.5: Primer £asovno kraj²e evolucije pravila �30� [45].

�18�, �45� in �106� so predstavljeni na sliki 6.6, povzeti po viru [46]. Tudi v tem
primeru se evolucije pri£nejo z gornjimi vrsticami in te£ejo po vrsticah navzdol
v skladu z diskretnimi koraki. Za£etno stanje sistema je de�nirano z naklju£no
dolo£enimi stanji celic.

Slika 6.6: �asovno dalj²e evolucije pravil �0�, �18�, �45� in �106� [46].
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6.2.2 Klasi�kacija in interpretacija evolucij 1-D avtoma-

tov

V predhodnem razdelku smo prikazali evolucije posameznih 1-D elementarnih
celularnih avtomatov. Glede na dinamiko, ki jo povzro£i posamezno pravilo,
lahko pravila razdelimo v slede£e kvalitativne razrede [44]:

� evolucija skozi £as vodi v homogenost stanj (vsa stanja v CA strukturi
postanejo enaka); primeri tovrstnih pravil so pravila 0, 4, 16, 32, 48, 54,
60 in 62;

� evolucija skozi £as vodi v stabilne dele podstruktur ali cikli£ne dele pod-
struktur; primeri tovrstnih pravil so pravila 8, 24, 40, 56 in 58;

� evolucija skozi £as vodi v kaoti£ne vzorce; primeri tovrstnih pravil so 2, 6,
10, 12 , 14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 in 50;

� evolucija skozi £as vodi v kompleksne lokalne strukture z dolgotrajnim
razvojnim potekom; primeri tovrstnih pravil sta 20 in 52;

Pregled delovanja vseh pravil je bralcu dosegljiv na spletni povezavi [47].
Na tem mestu se lahko vpra²amo, kako izkoristiti dinamiko vzorcev, ki se

nam na tak²en procesno nezahteven na£in tvorijo. V strokovni literaturi naj-
demo ve£ izhodi²£ za izkori²£anje evolucijskih rezultatov. Le ti so slede£i:

� izkori²£anje dinamike vzorcev za potrebe hitrega gra�£nega procesiranja,

� izkori²£anje dinamike vzorcev za potrebe pomenskega gra�£nega procesi-
ranja,

� izkori²£anje dinamike vzorcev kot funkcijskih generatorjev itd.

Na tem mestu osvetlimo uporabo 1-D CA struktur kot funkcijskih generatorjev.
Predpostavimo, da imamo opravka s pravilom �28� in da imamo v za£etnem
stanju CA strukture le eno celico s stanjem 1, ostale celice pa so v stanju 0, kot
je prikazano v gornji vrstici slike 6.7. Iz tega za£etnega stanja sproºimo evolu-
cijo. Ob predpostavki, da skrajno desno celico z vrednostjo 1 na posameznem
evolucijskem koraku (v posamezni vrstici) smatramo kot pozicijo, ki ozna£uje
0-to pozicijo bitnega zapisa (20), ostale celice pa z velikostjo odmika i proti levi
uteºene s polinomskim nastavkom 2i, pridemo do tvorbe ²tevil 1, 3, 5, 11, 21,
43, 85, 171, 341, 683 itd. Omenjeno zaporedje lahko ponazorimo z matemati£no
funkcijo iz izraza

f(k) =
4 ∗ 2k − (−1)k

3
, (6.6)

kar pomeni, da pravilo �28� predstavlja generator funkcije f(k), pri £emer k
predstavlja indeks koraka evolucije.
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Slika 6.7: Pravilo �28� kot funkcijski generator [46].

6.3 Dvodimenzionalni celularni avtomati

Dvodimenzionalni (2-D) celularni avtomati se od 1-D CA struktur razlikujejo le
v dimenziji prostora, v katerem so regularno razporejene celice. Zopet imajo vse
celice enako in enostavno prehajalno funkcijo (pravilo ali program), zaloge stanj
celic temeljijo na diskretni kon£ni mnoºici stanj, ve£ alternativ pa se nam ponuja
z vidika sosednosti. Na sliki 6.8 so tako predstavljene Von Neumannova (levo),
Mooreova (na sredini) in heksagonalna sosednost (desno) kot tri najpogostej²e
de�nicije sosednosti v 2-D CA strukturah.

ci,jci- ,j1
ci+ ,j1

ci,j+1

ci,j-1

ci,jci- ,j1
ci+ ,j1

ci,j+1

ci,j-1

ci- ,j+1 1
ci ,j++1 1

ci- ,j-1 1
ci ,j-+1 1

ci,j ci+ ,j1
ci- ,j1

ci,j+1

ci,j-1 ci ,j-+1 1

ci ,j++1 1

Slika 6.8: Von Neumannova (levo), Mooreova (sredina) in heksagonalna (desno)
de�nicija sosednosti v 2-D CA strukturah.

Kot zgled 2-D CA strukture predstavimo primer paritetnega pravila ob upo-
²tevanju Von Neumannove sosednosti. V tem primeru se z vidika opazovane
celice na stanja celic sklicujemo z indeksi c (angl. center), ki predstavlja stanje
opazovane celice ter indeksi n (angl. north), e (angl. east), s (angl. south) in
w (angl. west), ki predstavljajo stanja sosednjih celic. Zgled je povzet po viru
[48], pravila pa so predstavljena v tabeli 6.2. Na sliki 6.9 je prikazana evolucija
paritetnega pravila po 120 korakih.
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cnesw(t) c(t+ 1) cnesw(t) c(t+ 1) cnesw(t) c(t+ 1) cnesw(t) c(t+ 1)
00000 0 01000 1 10000 1 11000 0
00001 1 01001 0 10001 0 11001 1
00010 1 01010 0 10010 0 11010 1
00011 0 01011 1 10011 1 11011 0
00100 1 01100 0 10100 0 11100 1
00101 0 01101 1 10101 1 11101 0
00110 0 01110 1 10110 1 11110 0
00111 1 01111 0 10111 0 11111 1

Tabela 6.2: Paritetno pravilo.

Slika 6.9: Evolucija paritetnega pravila v 2-D CA strukturah po 120 korakih.

6.4 Simulacijska programska orodja

Za potrebe modeliranja in simulacij evolucije struktur celularnih avtomatov je
na razpolago veliko ²tevilo prosto dostopnih, kot tudi pla£ljivih programskih
orodij. Pregled razpoloºljivih orodij je dosegljiv v viru [49].

6.5 Povzetek poglavja

V pri£ujo£em poglavju smo predstavili osnove celularnih avtomatov. Njihove
osnovne zna£ilnosti so slede£e:

� opravka imamo s paralelizmom proºenja dinamike celic - avtomatov,

� vse celice (avtomati) imajo enak enostaven program,

� dose£i ºelimo ºeljeni globalni vzorec dinamike na osnovi lokalnih interakcij
in

� opravka imamo z regularnostjo prostora celic.
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Celularni avtomati predstavljajo ºe dolgo prisotno paradigmo procesiranja, ki se
manifestira v re²itvah kot so paralelizacija re²evanja teºjih ra£unskih problemov,
senzorska omreºja, QCA strukture itd. Zgodovinsko gledano predstavljajo CA
strukture enega od prvih konceptualnih odmikov od klasi£ne Von Neumannove
arhitekture ra£unalnikov z njenim �zloglasnim� ozkim grlom.
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