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ii KAZALO



Predgovor

�ivljenje v prihodnosti bo nedvomno pogojeno z na²o obkroºenostjo z avtomati-
ziranimi sistemi, ki bodo zadovoljevali na²e potrebe. Cena, dimenzija in hitrost
teh sistemov bo neposredno pogojena s platformo na kateri bo procesiranje te-
klo v sluºbi uporabnika. V pri£ujo£em delu sku²amo nakazati revolucionarne
izto£nice prihodnosti, ki jim bomo na nivoju procesiranja pri£a ne samo kot
uporabniki, temve£ tudi kot snovalci sistemov.

prof.dr.Miha Mraz, Ljubljana, v septembru 2015
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Poglavje 1

Trovrednostna logika

1.1 Uvod

Klasi£na dvovrednostna ali dvostanjska logika temelji na dveh razli£nih moºnih
vrednostih logi£ne spremenljivke ali dveh razli£nih moºnih stanjih nosilca (npr.
elektri£nega napetostnega nivoja) logi£ne spremenljivke. Zalogo vrednosti lo-
gi£ne spremenljivke lahko simboli£no zapi²emo z mnoºico A = {0, 1}. V domeno
dvovrednostne logike sodijo tudi dvovrednostne logi£ne funkcije ali dvovredno-
stne logi£ne operacije. Dobro so nam poznane enostavne dvovrednostne logi£ne
funkcije kot so AND, OR, NEG, NOR, NAND, implikacija, ekvivalenca itd.
V domeni dvovhodne dvovrednostne logi£ne funkcije, v katero vstopata logi£ni
spremenljivki x1 in x2 za katerima se skrivata moºni vstopajo£i logi£ni vrednosti
0 ali 1, pridemo do pravilnostne tabele ²tirih razli£nih vhodnih vektorjev (glej
tabelo 1.1). Pri tem nam razli£ne moºne vrednosti izhodov (y1, ... y4 ∈ {0, 1})
omogo£ajo postavitev ²estnajstih razli£nih dvovrednostnih dvovhodnih logi£nih
funkcij (24 = 16).

V domeni dvovrednostne logike nas zanimajo minimalne mnoºice enostavnih
logi£nih funkcij, s katerimi lahko realiziramo poljubno kompleksnej²o ve£vhodno
logi£no funkcijo. Minimalno ²tevilo gradnikov je pomembno z vidika realizacije,
saj imamo v tem primeru opravka z manj²im ²tevilom razli£nih logi£nih vrat, ki
realizirajo opazovano kompleksno logi£no funkcijo. Posamezen nabor logi£nih

x1 x2 y
0 0 y1
0 1 y2
1 0 y3
1 1 y4

Tabela 1.1: Pravilnostna tabela poljubne dvovhodne dvovrednostne logi£ne
funkcije.
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x1 x2 y
0 0 y1
0 1

2 y2
0 1 y3
1
2 0 y4
1
2

1
2 y5

1
2 1 y6
1 0 y7
1 1

2 y8
1 1 y9

Tabela 1.2: Pravilnostna tabela poljubne dvovhodne trovrednostne logi£ne funk-
cije.

funkcij iz predhodno de�nirane minimalne mnoºice imenujemo za poln funkcijski

sistem. Tipi£ni tovrstni nabori v dvovrednostni logiki so {NAND}, {NOR},
{AND,OR,NEG} itd.

Poleg klasi£ne dvovrednostne logike, na kateri danes temeljijo ra£unalni²ko

pomnjenje, ra£unalni²ko procesiranje in ra£unalni²ki prenos podatkov, obstaja
tudi mnoºica druga£nih logik, ki so se za£ele razvijati ºe v za£etku prej²njega
stoletja. Tako poznamo ve£je ²tevilo razli£nih trovrednostnih ali trostanjskih
logik (angl. ternary logic) in ve£vrednostnih logik (angl. multiple valued logic).
V pri£ujo£em poglavju si bomo na kratko ogledali nekaj od na²tetih logik in
sku²ali razjasniti smisel njihovega obstoja.

1.2 Trovrednostna logika

Z razliko od dvovrednostne logike pri trovrednostni (angl. ternary logic) zalogo
vrednosti logi£ne spremenljivke ali nosilca stanj logi£ne spremenljivke raz²irimo
na tri elemente. Predpostavimo, da je zaloga teh vrednosti podana z mnoºico
A =

{
0, 1

2 , 1
}
. Po zgledu tabele 1.1 za dvovhodno dvovrednostno logi£no funk-

cijo, lahko napravimo tabelo tudi za dvovhodno trovrednostno funkcijo (glej ta-
belo 1.2). Pri tem nam razli£ne moºne vrednosti izhodov (y1, ... y9 ∈

{
0, 1

2 , 1
}
)

omogo£ajo postavitev 19683 razli£nih trovrednostnih dvovhodnih logi£nih funk-
cij (39 = 19683).

1.2.1 Zna£ilnosti trovrednostnega zapisa podatkov

Trovrednostni zapis podatkov ima z vidika pomnjenja podatkov zanimive zna-
£ilnosti, ki so opisane v delu [1]. Predpostavimo, da smo soo£eni s problemom
pomnjenja naravnih ²tevil. Zapis poljubnega naravnega ²tevila m (m ∈ N)
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lahko formalno zapi²emo s polinomskim izrazom

m =

∞∑
i=0

dir
i, (1.1)

pri £emer r predstavlja bazo zapisa (r ∈ N), di pa posamezen znak ali digit
zapisa (∀i : di ∈ {0, ..., r − 1}). S spremembo spodnje meje vsote iz 0 na −∞ v
izrazu (1.1), bi lahko problem zapisa naravnega ²tevila m raz²irili na problem
zapisa poljubnega realnega ²tevila.

Najpogostej²i zapis naravnih ²tevil v realnem svetu je deseti²ki ali decimalni
[2], pri £emer znaki ali digiti prihajajo iz mnoºiceD10 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Slednje po [1] izhaja iz na£ina ²tetja, ki pri £loveku temelji na ²tevilu prstov na
obeh rokah. V ra£unalni²tvu je v zadnje pol stoletja najpogostej²i dvoji²ki
ali dvovrednostni zapis, pri £emer znaki imenovani biti (angl. binary digit)
prihajajo iz mnoºice D2 = {0, 1}. �tevilo 19 tako v deseti²kem sistemu (r = 10)
zapi²emo z izrazom

1910 = 1 ∗ 101 + 9 ∗ 100, (1.2)

v dvoji²kem sistemu (r = 2) pa z izrazom

1910 = 100112 = 1 ∗ 24 + 0 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 1 ∗ 21 + 1 ∗ 20. (1.3)

Zapis ²tevila 19 v trovrednostnem - troji²kem sistemu (r = 3) se ob upo²tevanju
mnoºice znakov

D3 = {0, 1, 2} , (1.4)

ki jih imenujemo za trite, zapi²e z izrazom

1910 = 2013 = 2 ∗ 32 + 0 ∗ 31 + 1 ∗ 30. (1.5)

Zapis poljubnega naravnega ²tevila na osnovi digitov lahko ovrednotimo na
osnovi razli£nih kriterijev. Dve najpogostej²i cenilki sta

• ²tevilo uporabljenih digitov, kar sovpada z velikostjo baze r in

• dolºina zapisa w opazovanega ²tevila m.

Glede na izbrano cenilko se nam ponujajo razli£ne re²itve na£ina zapisa. Po
kriteriju iz prve alineje so najugodnej²i zapisi z minimalno moºno bazo digitov
(r = 1). V tem primeru imamo v bazi samo en znak in dolºina zapisa v di-
gitih sovpada z velikostjo zapisanega ²tevila. Omenjeni pristop v praksi lahko
rezultira v zelo dolge zapise. Omenimo, da opisani unarni zapis ne sovpada z
formalno de�nicijo zapisa ²tevila iz izraza (1.1).

Po kriteriju iz druge alineje so najugodnej²i zapisi z zelo velikimi bazami.
Tako bi lahko pri bazi r = 1.000.000 poljubno ²tevilo iz intervala od 0 do
999.999 zapisali z enim samim digitom, pri £emer smo v tem primeru soo£eni
z eksplozijo ²tevila digitov in vpra²ljivo je, kako izredno veliko ²tevilo razli£nih
hipoteti£nih stanj (digitov) prenesti na nosilni signal prenosa, procesiranja ali
medij pomnjenja logi£nih spremenljivk.
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Osnovna hipoteza avtorja £lanka [1] temelji na predpostavki, da je za zapis
naravnih ²tevil baza r = 2 premajhna, baza r = 10 pa prevelika. Avtor za
idealen zapis smatra tisti zapis, kjer je razmerje med dolºino zapisa (w) in
velikostjo potencialne zaloge digitov (r) ustrezno. Slednje po avtorju doseºemo,
ko je doseºen minimum funkcije iz izraza

r ∗ w, (1.6)

pri zadrºevanju konstantne vrednosti funkcije iz izraza

rw. (1.7)

Problem je analiti£no najlaºje re²ljiv, £e sta ²tevili r in w realni (r, w ∈ R), kar
nam za rezultat ponudi doseganje minimuma pri pogoju, da je r enak Eulerjevevi
konstanti (r = e = 2, 718281...). Samo matemati£no izpeljavo si bralec lahko
ogleda v delu [1]. Glede na to, da je najbliºje celo ²tevilo 3, predpostavimo, da
baza r = 3 predstavlja naju£inkovitej²i zapis podatkov. Avtor na matemati£en
na£in potrdi hipotezo, da je troji²ki zapis tisti, ki je za zapisovanje numeri£nih
podatkov najbolj ekonomi£en.

1.2.2 Vrste trovrednostnih logik

V preteklosti je pri²lo do porajanja ve£ razli£nih ternarnih ali trovrednostnih
logi£nih sistemov. V nadaljevanju si bomo ogledali trovrednostno logiko po J. �u-

kasiewiczu in uravnoteºeni trovrednostni logi£ni sistem.

Trovrednostna logika po J. �ukasiewiczu

Trovrednostna logika se razvije po zaslugi Poljaka J. �ukasiewicza v dvajsetih
letih prej²njega stoletja. Osnovna ideja, ki jo avtor uvede v svojo logiko, je
uvedba tretje logi£ne vrednosti, ki odraºa stanje nedolo£enosti vrednosti logi£ne
spremenljivke (angl. indeterminate), poleg nam ºe znanih logi£nih vrednosti
true in false [3]. �ukasiewicz poveºe logi£ne vrednosti z kodnim zapisom D3 =
{0, 1, 2} na osnovi izraza

false ≡ 0, indeterminate ≡ 1, true ≡ 2. (1.8)

Na osnovi interpretacije logi£nih vrednosti s kodnim zapisom vzpostavi pravilno-
stne tabele za osnovne logi£ne operatorje, kot so NEG, AND, OR in implikacija.
Najdemo jih v tabelah v nadaljevanju 1.3, 1.4, 1.5 in 1.6.

Izkaºe se, da de�nirane trovrednostne funkcije v tabelah 1.3, 1.4, 1.5 in 1.6
ne de�nirajo polnega funkcijskega nabora [3]. �ukasiewicz v ta namen uvede ²e
funkcijo T , s £imer dobimo funkcionalno polno algebro, de�nirano s ²estor£kom

〈E = {0, 1, 2} ,→, NEG, T (), 0, 1〉 , (1.9)

pri £emer je funkcija T de�nirana s pravilnostno tabelo 1.7.
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x x
0 2
1 1
2 0

Tabela 1.3: Pravilnostna tabela �ukasiewiczeve trovrednostne negacije.

x1 x2 y
0 0 0
0 1 0
0 2 0
1 0 0
1 1 1
1 2 1
2 0 0
2 1 1
2 2 2

Tabela 1.4: Pravilnostna tabela �ukasiewiczeve trovrednostne konjunkcije.

x1 x2 y
0 0 0
0 1 1
0 2 2
1 0 1
1 1 1
1 2 2
2 0 2
2 1 2
2 2 2

Tabela 1.5: Pravilnostna tabela �ukasiewiczeve trovrednostne disjunkcije.
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x1 x2 y
0 0 2
0 1 2
0 2 2
1 0 1
1 1 2
1 2 2
2 0 0
2 1 1
2 2 2

Tabela 1.6: Pravilnostna tabela �ukasiewiczeve trovrednostne implikacije.

x T (x)
0 1
1 1
2 1

Tabela 1.7: Pravilnostna tabela �ukasiewiczeve trovrednostne T funkcije.

Uravnoteºeni trovrednostni logi£ni sistem

Uravnoteºeni trovrednostni logi£ni sistem (angl. balanced ternary sistem) te-
melji na izboru kodne mnoºice treh znakov, ki omogo£a ekonomi£nej²i zapis
podatkov. Primer tak²nega kodnega nabora je mnoºica A = {−1, 0, 1}. Z vpe-
ljavo negativno predzna£enega digita pride do poenostavitve zapisa predznaka
zapisanega ²tevila in do posplo²tive nekaterih ra£unskih operacij (npr. od²te-
vanje se realizira kot se²tevanje, pri £emer se le zamenjajo predzna£eni biti).
Posebnega znaka za predzna£itev podatka tako ne potrebujemo ve£.

Preostali trovrednostni logi£ni sistemi

V strokovni literaturi najdemo mnoºico razli£nih trovrednostnih logik. V delu [3]
so tako opisane Postova logika, Bochvarjevea logika, Kleenova logika, Allenova
in Givoneova logika, Pradhanova logika itd.

1.2.3 Trovrednostno procesiranje

Trovrednostno procesiranje (angl. ternary computing) se je v preteklosti upora-
bljalo tudi v realnih ra£unalni²kih sistemih. V prej²njem stoletju je bilo v pet-
desetih letih v nekdanji Sovjetski zvezi zgrajenih kar nekaj ra£unalnikov, ki so
izvajali operacije v trovrednostnem zapisu in na osnovi troji²ke logike. Najbolja
znana druºina tovrstnih sistemov je bila serija ra£unalnikov Setun (1.generacija
l.1958, 2.generacija l.1970), razvitih na Moskovski drºavni univerzi. Temeljili
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so na uravnoteºeni mnoºici digitov zapisovanja {−1, 0, 1}. Osnovna enota za-
pisa sorodna dana²njemu bitu je bil trit, ²est tritov pa je predstavljajo tryte, ki
je soroden dana²njemu byte-u. Obstajajo splo²ne ocene, da je zapis v tryte-u
ekvivalenten podatkovni vsebini zapisani v 9,5 bitih. Prvi emulator trovredno-
stnega ra£unalnika v ZDA je bil implementiranem l.1973 na Borroughs B1700
platformi.

Podro£je troji²kega zapisa in ustrezne logike ²e danes buri duhove znastvene
srenje s podro£ja ra£unalni²tva. Eden od pionirjev ra£unalni²tva Donald Knuth
trdi, da se bo ternarno procesiranje zaradi svojih dobrih plati nedvomno vrnilo
v ra£unalni²ke strukture. Mnogo zanimivih informacij z opisanega podro£ja
najdemo na spletni strani www.trinary.cc. Ob evidentnem skraj²anju zapisa
podatkov, dobimo kraj²e enote obdelave, kar omogo£a hitrej²o obdelavo podat-
kov, manj dostopov do pomnilnika, manj²o kompleksnost priklju£kov, itd.
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