2. Osnove teorije strezbe

Vsebina 1.poglavja predavanj OMIS
(3.VSS/LS+PO)



2.1. Strezna enota, strezna mreza

Strezna enota (SE):
e 1 Cakalna vrsta;

e n paralelno vezanih

streznikov (n>=1) Strezna enota

StreZnik

e Ponuja 1 strezbo

Cakalna vrsta

Strezna mreza (SM): poljubna
vezava m streznih enot (m>1) \

Vstopajoce
zahteve

|zstopajoce -
postrezene
zahteve

'
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Strezno enoto lahko opisemo z Kendallovo notacijo:
A/B/m/K/M/Q
e A: porazdelitev medprihodnih ¢asov zahtev
e B: porazdelitev streznih ¢asov zahtev
e m: Stevilo streznikov v SE (paralelno vezanih)

e K: kapaciteta sistema, privzeto o« (K=dolzZina
vrste+m=maskimalno Stevilo zahtev v sistemu)

e M: velikost populacije zahtev (v sistemu in njegovi
zunanjosti), privzeto oo

e Q: opis strezne discipline, privzeto: FIFO



e Poziciji A in B lahko zasedeta vrednosti:
e M — eksponentna porazdelitev
e D — deterministiCna porazdelitev
e E - Erlangova porazdelitev
e G — SplosSna verjetnostna porazdelitev
e Zgled; M/M/1//20 predstavlja SE z:
e Esponentno porazdelitvijo casov
e 1 streznik
e \elikost populacije zahtev je koncna (20)



e Strezne discipline:
e FIFO (angl. First in First out)
e LIFO (angl. Last in First Out — skladovna strategija)
e Prioritetna disciplina
e Nakljucna disciplina
e Disciplina razporejanja Casa (angl. Time sharing)



2.2. Vhodni proces

e Medprihodni Casi zahtev (konstantni, nakljucni
ali Casovno spremenljivi)

e A - intenzivnost prihajanja zahtev
(St.zahtev/Casovno enoto)



2.3. Strezna enota

e Cakalna vrsta in paralelno vezanih n
streznikov;

e Posamezni streznik: u - intenzivnost strezbe
(Stevilo postrezenih zahtev/¢asovno enoto)

e n streznikov: maksimalna intenzivnost strezbe
v SE = u*n

e povprecni cas strezbe posamezne zahteve
x=1/ 1 v posameznem strezniku



2.4. Numericne znacilnosti streznih
enot

N(t) — Stevilo zahtev v SE v Casu t

N — povprecno stevilo zahtev v SE v dolocenem
casovnem intervalu

T — povprecni €as bivanja posamezne zahteve v SE
W — povprecni €as zadrzevanja zahteve v vrsti
P (t) — verjetnost k zahtev v SE v Casu t

Ny Ng, povprecno stevilo zahtev v vrsti,
povprecno stevilo zahtev v strezbi

N=N,+ N,
T=W+x



2.4.1 Little-ov teorem

oN=T*A

e|zpeljava na osnovi razlike
stopnicastih funkcij s slike na
desni (N(t)=A(t)-D(t)

o N=N(t)/t

e A — Stevilo zahtev, ki so od
Casa 0 do t vstopile v sistem

e D — Stevilo zahtey, ki so v
casuod 0 do t iz sistema
izstopile

N(t)

A

A(t) T




2.4.2. Uporabnostni faktor in
Intenzivnost prometa

e Uporabnostni faktor:
® N,=A*W
o N.=A*x=A/u=p (Ce imamo le en streznik v SE),
brez enote
e Cilj: 0=<p=<1
¢ |Intenzivhost prometa:

e L*x=A/u=p (enota Erlang, uporaba za meritev n-
kratnika preobremenitve strezbe)



2.4.3. Zakon o ohranitvi pretoka

e Predpostavka a#b

e Prva moznost a>b vodi v
eksplozijo sistema, ker ne
moremo realizirati poljubno
dolge vrste, zahteve pa se v
sistemu vse bolj kopicijo

e Druga moznost a<b vodi v 5 _O LDy
sklep, da se nekje v notranjosti
SE zahteve porojevajo, Cesar
pa SE po definiciji ne omogoca

e Sklep: predpostavka a#b je
napacna, torej a=b




2.5. Mesto izstopa zahtev — izhodni
proces

e Medizhodni Casi iz sistema = Casi strezbe
zahtev (konstantni, nakljucni ali casovno
spremenljivi)

e |[ntenzivnost odhajanja zahtev

(St.zahtev/Casovno enoto) =< m* u (ob m
streznikih v SE)

e |zhodni proces okarakteriziramoz M, D, E, G
(glej Kendallova notacija)



2.6. Poissonov proces (PP)

e Gre za proces, v katerem so Casi porazdeljeni
eksponentno (M) -> prihajalni in strezni proces
sta ob oznaki M Poissonova procesa

e |nterpretacija PP: proces stetja nakljucno se

norajajocih tock v casovnem intervalu (0,t)

e P(X(t)=k) verjetnost porajanja k tock na intervalu
(0,t)

e P(X(t)=k)=(A*t)ke- *t/k!

e AL*t— povprecno st.pojavitev tock v Casovnem
intervalu




e Lastnosti PP:

e Superpozicija: ce zdruzimo k neodvisnih PP
dobimo nov PP

e Eksp.porazdeljenost Casov <-> PP
e \erjetnost neporajanja zahteve na (0,t):
o Py(t)=1-e" >t
e Cas porajanja nove tocke (zahteve) je neodvisen
od ¢asa porajanja predhodne tocke - zahteve



2.7. Stohasticni proces (SP)

e SP je proces, v katerem je dinamika
(spreminjanje stanj sistema) vsaj deloma
odvisna od statisticno pogojenih spremenljivk

e SP determiniran z

e Prostorom stanj: X(t), zaloga stanj koncna
(diskretna stanja ali stohasticna veriga) ali
nekoncna

e Casovnim parametrom:
e diskretni Cas — stohasticno zaporedje (X,)
e zvezni Cas — X(t)



Diskr.prost.stanj Zvez.prost.stanj
Diskretni Cas Dis.Cas.stoh.veriga Dis.Cas.stoh.proces
Zvezni cas Zvez.Cas.stoh.veriga Zvez.Cas.stoh.proces



2.8. Markovski proces (MP)

e MP: Novo stanje procesa je odvisno le od trenutnega stanja procesa,
ne pa od njegovih predhodnikov — brez sposobnosti pomnjenja

e Eksperiment metanja kovanca:

Xk: izid cifra(Xi=1)/moZz(Xi=0) pri k-tem metu

Yk: kumulativa vseh cifer do vkljucno k-tega meta
Yk=Yk-1+Xk, YO=0

Xk — zaporedje naklju¢nih spremenljivk (stohasti¢ni proces)

Yk — Markovska veriga (novo stanje Yk odvisno le od predhodnega
stanja Yk-1)



2.8.1. Diskretne Markovske verige

Mnozica diskretnih stanj (veriga) z diskretnim

casom

o Qij — verjetnost prehajanja iz stanjai v j

e Ce je pij v Casu nespremenljivimenujemo proces
za stacionaren (Casovno homogena markovska

veriga)

X,=j: na koraku k smo v stanju j
ch(k):P(Xk:j)

P(Xk+1=j)=zp(xk=i) ID(Xk+1=j

X, =i)= 2 7. pij

Matricni zapis verjetnosti prehajanj (prehajalna

matrika M), M=(pij), matri

ka reda n*n glede nan

moznih razlicnih stanj v verigi



e i-ta vrstica, j-ti stolpec v M: pij — verjetnost
prehodaizivj

e Sum(pij)=1, j=1..n

e /a poznavanje verige moramo poleg matrike
poznati tudi zacetno porazdelitev verjetnosti
stanj %= (7,9, ©, ..., ©_9) glede na n
moznih razlicnih stanj v verigi

e \/ sploSnem ob stacionarnosti verjetnosti velja:
Tc(k): TC(O)*Mk



Stacionarnost v Markovski verigi
(MV)- limitne verjetnosti stanj
(neodvisne od zaCetne verjetnostne
porazdelitve stanj) — stacionarna
stanja:

e MV ima limitne
verjetnosti, Ce je ergodicna
(aperiodi¢nost, nereducibilnost,
c¢asovna homogenost)

e reducibilnost: vsebuje vec
lot eno izolirano podmnozico stanj

e Periodi¢nost: vraCanje v
stanja z isto periodo
e Casovna homogenost:

nespremenljivost verjetnosti prehajanj
skozi ¢as

Zﬂ'j =1z, =Zzzi Pi j
j i



2.9. Zvezna casovnha Markovska
veriga

eVpeljava zveznega Casa
(prehajanje se izvede v
poljubni ¢asovni tocki z realne
0si)

eStohasticnost

eBrez pomnjenja

P(X(t..) =1/ X () =1, X(t,) =1,,..., X(t)=1)=
P(X(tk+1) — J/X(tk) — ik)’tl <t2 <"'<tk <tk+1



® g;;:intenzvinost prehajanja iz

stanja i v stanje j

e verjetnost prehajanjaizivj P = (t,t+At) = G ; * At
J€ Py

e intenzivnost prehajanja iz zqi |

stanja i seizraza kot =

e Q matrika intenzivnosti
prehajanja stanj Q:[qi’j] Q;;= —qu,k — Zqiij =0

K+ | j



2.10. Rojstno smrtni proces

ePosebna oblika Markovske
verige, kjer so prehodi mozni
le v “sosednja” stanja

e“rojstno smrtni”: velikost
populacije v sistemu v Casu t

ok zahtev -> stanje E, , E, -> E, ,
rojstvo zahteve, E, -> E, ; smrt

zahteve
. . 77N\ VRN 7N\
ePredpostavka: smrt in rojstvo 1 k e+l

se ne moreta zgoditi istoCasno




A = Oy s M = Oy a

[ — Ay Ay 0 0 0 ]
o~ +4) A 0 0
0 H —( +4,) A 0
0 0 Hs — (3 +43) A

| 0 0 0 Hy — (s +44) |

e Cisti rojstno smrtni proces: A= A>0, 1, =0
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2.11. Markovski strezni sistemi z
eno Cakalno vrsto

ePrihajanje zahtev modeliramo
s Poissonovim procesom

eStrezba zahtev z eskoponento
porazdeljenimi Casi

eZanimajo nas P, (verjetnost k
zahtev v sistemu) in pa N
(povprecno St.zahtev v
sistemu)

Z
1

2 KR



2.11.1. M/M/1 sistem

oA.= A, L =U: neodvisnost obeh
intenzivnosti od trenutnega
Stevila zahtev v sistemu —
neodvisnost intenzivnosti od
stanja sistema (stanje sistema

ponazarja Stevilo zahtev v njem) SO

e privzete vrednosti: neskon¢na
kapaciteta sistema, neskonc¢na
populacija, FIFO strezna disciplina




eRavnotezne enacbe glede na
sosede stanja k:

(A+ )P = AR+ 1R, k21

1P, = AP, k=0
—
P,=1-p,

P, ={1-p)p"



eNumeric¢ne znacilke M/M/1:




e Posebna vrsta M/M/1: omahljiv strezni sistem:

o L =A/(k+1) ... Vel je zahtev v sistemu (k), manjsa
bo intenzivnost prihajanja zahtev



2.11.2 M/M/1/s sistem

® s — (koncna) kapaciteta
sistema: v sistemu se lahko
nahaja najvec (s-1) zahtev v
vrsti in 1 zahteva v edinem

strezniku (s-1)+1=s P ipk 1P = 1-p
® posledicno je s tem diagram ° k=0 ° 1—p3+1 |
prehajanja stanj omejene na K
desni strani |:>k _ (1 p)/z
S+

e veljajo izrazi: 1-p



® Ce je v sistemu s zahtev, se novoprispele
zahteve izgubljajo: A= A"+ A*p,

® ). - intenzivnost prihajajoCih zahtev

® p, — verjetnost polnega sistema in s tem
izgube novoprispele zahteve

® ) — intenzivnost zahtev, ki so vstopile v
nezaseden sistem

e ) =1*(1-p,)



e veljajo izrazi:

1-p)p°
Pb_ 1 s+1 !
-p
N=-—F P (s+1)*P,
1-p 1-p
Ny =1-F =p(1-R)
N, =N-N,
T=N
ﬂ/l
W= e
Zl
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2.11.3 M/M/m sistem

e m paralelno vezanih
funkcionalno in zmogljivostno 5 A

ekvivalentnih streznikov m* u
e diagram prehajanja stanj b _ R*a" 1
e streZna intenzivhost m* T omia-p) T 4
e veljajo izrazi: N, :Lpd 4 P
1-p ° m*u—4
W =N, /2



2.11.4. Ostali sistemi

e M/M/m/m sistem
® brez cakalne vrste
® izgubni sistem
e diagram prehajanja stanj
® Engsetov izgubni M/M/m/m/k sistem:
® koncnost populacije zahtev
® Round Robin sistem



