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Uvod v Petrijeve mreze

*  Petrijeve mreze je uvedel gospod Carl A. Petri leta 1962

*  Petrijeve mreze so orodje za modeliranje, formalno
analizo in dizajn diskretnih sistemov

*  Petrijeve mreze so matemati¢no in grafi¢no orodje za
modeliranje

*  Petrijeve mreze se uporabljajo za:

N. Zimic —

modeliranje in simulacijo komunikacijskih protokolov,
modeliranje in simulacijo sistemov v relnem ¢asu,
modeliranje in simulacijo varnostno kriti¢nih sistemov,
iskanje smrtnih objemoyv,

modeliranje in analizo programske opreme,
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Definicija Petrijeve mreze

* Petrijeva mreza C je urejen Cetvorcek:
C=(P,T,1,0)
« KjerstaPinT:

P={p,p,,...p,}, n=0, kon€na mnozica mest
T={t,t,,..t,}, m 20, kon¢na mnozica prehodov

*  Mnozici P in T sta tuji mnozici:
PNT=¢

N. Zimic 1-3

Definicija Petrijeve mreze
(nad.)

* [je vhodna funkcija, ki definira preslikavo iz mnozice
prehodov T'v posploSeno mnozico P~:

1:T—P”

* O jeizhodna funkcija, ki definira preslikavo iz mnozice
prehodov 7' v posploseno mnozico P*:

O:T— P~

PosploSena mnoZica je X" tista mnoZica, v
kateri se lahko dolo¢en element v njej pojavi
najvec n krat.
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Primer Petrijeve mreZe

*  Primer Petrijeve mreZe:

C=(P,T,1,0)
P={p\,p,, D5, Ps>Ds}
T ={t,t,,t,}

I(t)=1{p} O(t,) ={P,> D3> Ds}
1(t,) ={p,, D3> Ds} O(t,) =1{ps.ps}
1(t;) ={p;, D5} Ot;)=1{p,}

Vhodna in izhodna mesta

+  Stevilo vhodnih mest p, za prehod 4; je Stevilo elementov
p; v posploSeni mnozici £()):
#(p;,1(¢;))
«  Stevilo izhodnih mest p, za prehod 1; je Stevilo elementov
p; v posploseni mnoZici O(f)):
#(p,,0(t)))
*  Mesto p; je vhodno mesto za prehod ¢, Ce velja:
p e 1(t)
*  Mesto p; je izhodno mesto za prehod ¢, Ce velja:
p,€0(t))
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RazsSiritev vhodne in izhodne

funkcije
*  Vhodno funkcijo I in izhodno funkcijo O razsirimo tako,
da velja:
1:P>T"
O:P->T~

*  Ker je Stevilo vhodnih prehodov # za mesto p; enako
Stevilu izhodnih mest p; za prehod #;:

#(t;,1(p,)) =#(p,,0(t,))
* Inker je Stevilo izhodnih prehodov ¢ za mesto p; enako
Stevilu vhodnih mest p; za prehod #;:

#(tjao(pi)) = #(pibl(tj))

N. Zimic
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RazsSiritev vhodne in izhodne
funkcije (nad)

»  Zaprej prikazano Petrijevo mrezo lahko razSirimo
vhodne in izhodne funkcije:

C=(P,T,1,0)
P={p\, P, Ps>P4>Ps}
T:{t1>t2at3}

I(p)=9 O(p)=1{t,}
I(p,) =1t} O(p,) =1t}
](p3)={t1} 0(p3)={t2at3}
I(p,) =1t} O(p,) =9
I(ps)=1{4,1,,1,} O(ps) =11,.1,}

N. Zimic
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Petrijev graf

*  Petrijevo mrezo lahko graficno ponazorimo z Petrijevim
grafom.
* Elementi Petrijevega grafa so:
—  mesta, ki ustrezajo mestom p v Petrijevi mrezi,
— prehajanja, ki ustrezajo prehodom t v Petrijevi mrezi,
— usmerjene povezave, ki ustrezajo vhodnim in izhodnim
funkcijam Petrijeve mreZze.
»  Mesta v Petrijevem grafu ozna¢ujemo z krogom(Q) ,
prehajanja pa s ¢rto | , 0ziroma pravokotnikom

N. Zimic 1-9

Petrijev graf (nad.)

*  Petrijev graf G je biparitetni usmerjen multigraf G=(V,4),

posploSena mnozica usmerjenih povezav a, =(v,,v, )€ V.
Mnozica Vje V = PUT in za vsako usmerjeno povezavo
a,€ 4 velja: a,=(v,,v,) ,kjerje v,€ P inv e T ali
v,eTiny,eP.

N. Zimic 1-10




Petrijev graf (nad.)

*  Definirajmo V' = PUT. A je posplosena mnozica
usmerjenih povezav, tako za vsak p,€ P in ¢,€ T
velja:

#((pi9tj)9A) = #(pibl(tj))
#((t;, p;), A) =#(p,;,0(1,))

e 'V tem primeru je Petrijev graf G(V,4) ekvivalenten
Petrijevi merzi C=(P,T,1,0).

N. Zimic 1-11

Petrijev graf (nad.)

*  Primer Petrijevega grafa za prej podano Petrijevo mrezo.

pl

N. Zimic 1-12




Dualna in inverzna Petrijeva
mreza

*  Dualno Petrijevo mrezo dobimo z zamenjavo mest in
prehajanj. Za Petrijevo mrezo C:

C=(P,T,1,0)
* Je dualna Petrijeva mreza:
Cc,=(T,P,1,0)

* Inverzna Petrijeva mreza ima zamenjani vhodno in
izhodno funkcijo:

Cd =(PaTa0)I)

N. Zimic 1-13

Dualna in inverzna Petrijeva
mreZa (nad.)

*  Dualna Petrijeva mreza za prejSnji primer:

C=(P,T,1,0)

P={p,p,,ps}

T={tl,t2,t3,t4,t5}
I(p)=1{} O(p) =1{t,,;,15}
I(p,) =1t,,1;,15} O(p,) = {t;.15}
I(p;) =1{t;.t} O(p;) =1t}

N. Zimic 1-14




Dualna in inverzna Petrijeva
mreza (nad.)

Primer Petrijevega grafa za prej podano dualno Petrijevo

mrezo. ,
1

)2

P

N. Zimic 1-15

Dualna in inverzna Petrijeva
mreZa (nad.)

Inverzna Petrijeva mreza za prej$nji primer :

C=(P,T,1,0)

P={p,p,, D5, P4 Ps}

T:{tl,tz,t3}
o) ={p} I(t)) ={p,, ps. Ps}
O(t,) ={p,, s> Ds} I(t,) ={ps, ps}
O(t;) ={p;. ps} I(t;) ={p,}

N. Zimic 1-16




Dualna in inverzna Petrijeva
mreza (nad.)

*  Primer Petrijevega grafa za prej podano inverzno
Petrijevo mrezo.

pl

N. Zimic 1-17

Oznacevanje v Petrijevi mrezi

*  Oznacevanje v Petrijevi mrezi je dodeljevanje osnovnih
postavk (zetonov) posameznim mestom v mrezi. Stevilo
zetonov se lahko pri izvajanju Petrijeve mreZe spreminja.

* Oznacevanje o v Petrijevi mrezi C=(P,T,1,0) je funkcija,
ki mestom P priredi pozitivna cela Stevila NV:

o:P—>N
*  Oznacevanje lahko predstavimo tudi z oznacitvenim
vektorjem:
0=(0,,0,,...,0,), n=|P|

N. Zimic 1-18




Oznacevanje v Petrijevi mrezi
(nad.)

*  Oznaceno Petrijevo mrezo zapiSemo:
M =(C,o0)

*  Oziroma na daljsi nacin:
M =(P,T,1,0,0)

*  V Petrijevem grafu se zetoni ponazarjajo s pikami v
mestih. Ce je Stevilo pik preveliko, se le te nadomestijo s
Stevilko, ki predstavlja Stevilo Zetonov.

N. Zimic 1-19

Oznacevanje v Petrijevi mrezi
(nad.)

*  Primer oznacenega Petrijevega grafa z oznacitvijo
0=(1,3,0,0,1).

pl

N. Zimic 1-20
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Izvajanje Petrijeve mreze

N. Zimic

Izvajanje Petrijeve mreZe je pogojeno z oznacitvijo mreze
0, ki se pri izvajanju spreminja. [zvajanje mreze se izvede
z vzigom izbranega prehoda ¢,. Vzig se izvede tako, da se
iz vhodnih mest odvzamejo ter na izhodna mesta dodajo
Zetoni.

Prehod ¢, € T v oznadeni Petrijevi mrezi M =(P,T,1,0,0)
je izbran (omogocen), Ce za vsa mesta p, € P velja
o(p,)2#(p,,1(t,)).

1-21

Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

N. Zimic

Primer Petrievih grafov, kjer je izpolnjen pogoj za vzig:

P V23 P
%_f@ tﬁ_
Prehod #; v oznaceni Petrijevi mreZi z oznacitvijo o lahko

vzge, kadar je izbrano (omogoceno). Vzig izbranega
prehoda #; nam da novo oznacitev:

o'(p,) =0(p)—#(p,1(t,)+#(p,,O(t)))

1-22
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Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

Primer izvajanja Petrievih grafov:

D

Py Ps
Vzig t,
1, > t,
Ps Ps

N. Zimic 1-23

Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

MozZni primeri vziga za poljubne pare prehodov in mest.
#(p;,0(,)) =0 #(p;,0(t;)) =1

tj | tj
Hpd)=0 |, pg

0,(pi) = 0(pi) 0,(pi) = 0(pi) +1

#(p,,1(1,))=1 p,@) p’@

o(p)=o(p)=1|d(p)=o(p)-1+1 |

N. Zimic
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Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

Primer izvajanja Petrijevega grafa:

Pl Pl

0=(1,3,0,0,1) 0’ =(0,4,1,0,2)

N. Zimic 1-25

Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

Dve moznosti vZiga prehodov t, ali #;:

0" =(0,3,0,0,3) 0" =(0,4,0,1,1)

N. Zimic 1-26
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Izvajanje Petrijeve mreze
(nad.)

*  Drugi primer izvajanja:

0=(1,0,0,1,1)
0’ =(0,1,1,3,1)

0" =(0,1,2,4,0)
0" =(0,1,2,2,1)
0" =(0,1,1,1,1)

'! ni vzigi [Konec animacije! ]

N. Zimic
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Prostor stanj Petrijeve mreze

*  Stanje Petrijeve mreze je doloCeno z oznacitvijo.

*  Prostor stanj N"Petrijeve mreze je mnoZzica vseh moznih
oznacitev, ¢e ima mreza n mest.

* Oznacitveni vektor o se pri izvajanju Petrijeve mreze
spreminja. Za Petrijevo mrezo C=(P,T,1,0) pri vzigu

prehoda 7; lahko definiramo kot funkeijo prehajanja stanj:

O:N"XT - N"
ki velja samo, ¢e velja pogoj za vzig prehoda 7 :
o(p)2#(p.,1(t)), Vp,eP

N. Zimic

1-28
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Prostor stanj Petrijeve mreze
(nad.)

*  Funkcija naslednjega stanja je:
d(o,t;)=0
*  pri Cemer velja:
ol(pi) =o(p,)- #(pi’](tj )+ #(pi’O(tj))’ Vp, e P
e Petrijeva mreza C=(P,T,1,0) z zaletno oznacitvijo 0° pri
vZigu prehoda #; zavzame novo oznacitev o'.
o' =06(0",t )
»  Pri vzigu naslednjega stanja ¢,, zavzame Petrijeva mreza
novo oznaditev 0%
0°=05(0',t,)

N. Zimic
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Prostor stanj Petrijeve mreze
(nad.)

Zaporedju vzigov v Petrijevi mrezi:
(21058158 125-+-)
»  Ustreza zaporedje oznacitev v Petrijevi mreZzi:
(0°,0',0%,..)

* Tidve zaporedji ureja relacija:

5(0",t,)=0", k=0,12,..

* Za Petrijevo mrezo z oznacitvijo o je oznacitev o’
neposredno dosegljiva, Ce obstaja prehod ¢, € T, tako da
velja:

d(0,t)=0

N. Zimic

1-30
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Dosegljivost Petrijeve mreze

e Za Petrijevo mrezo C=(P,T,1,0) je dosegljivost mnozica
R(C,0), kjer je o zaCetna oznacitev.
*  V mnozZico R(C,0) spada zaCetna oznaclitev:

o€ R(C,o)
« Invse oznaditve oX, za katere velja:
8(0",1)=0"", k=0,12,..

*  pri ¢emer je 0° zaCetna oznaditev o.

N. Zimic 1-31

Dosegljivost Petrijeve mreze
(nad.)

V mnozico R(C,0) spada zacetna oznacitev in vse
oznacitve, do katerih pridemo iz zacetne oznacitve preko
vzigov v Petrijevi mrezi.

*  Vsi vektorji v mnozici R(C,0) so dosegljivi iz zaCetne
oznacitve, zato se lahko dosegljivost izriSe v obliki
drevesne strukture. Na vrhu je zacetna oznacitev v listih
so oznacitve, ki so posledica vzigov v Petrijevi mrezi.

» Iskanje dosegljivosti se zakljuci:

— ko ni ve¢ pogoja za vzig,
— ko je dosezena oznaditev, ki je Ze bila razdelana,

— ko se stevilo zetonov nenchno povecuje.

N. Zimic 1-32
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Dosegljivost Petrijeve mreze
(nad.)

»  Primer Petrijevega grafa, kjer se Stevilo Zetonov pri
izvajanju nenehno povecuje.

(1,2)

4
Dy 12

O (> 1,3)
N I
(L4)

R(C,(1,2))={(1,2),(1,3),(1,4),...}

N. Zimic 1-33

Primer izracuna dosegljivosti
Petrijeve mreze

»  Zapodan Petrijev graf z zaCetno oznacitvijo (2,0,0) bomo
izraCunali dosegljivost.

N. Zimic 1-34
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Primer izracuna dosegljivosti
Petrijeve mreZe (nad.)

*  Oznacitveni vektorji zapisani v drevesni strukturi.

(2,0,0)

(L,1,0) (1,0,1)

0,2,0) (1,0,1) (0,1,1) (1,1,0) (0,1,1) (0,0,2) (1,0,0)

N N e o\

(0,2,0) 0,1,1) (0,1,1) (0,1,0)  (0,0,2) (0,0,1) (0,1,0) (0,0,1)
0 N\ J
(0,1,0) (0,0,1) (0,0,0)

N. Zimic 1-35

Znacilnosti Petrijevih mrez

*  Za Petrijevo mrezo velja:
— vzig prehoda se izvede v idealnem casu,
— Cas vziga prehoda je logicen in ne absolutni ¢as,
— v asinhronem primeru vzge prehod ¢ takoj ko je izbran,
— v sinhronem primeru vzge ko nastopi urin cikel.
«  Ce je izbranih ve¢ prehajanj isto¢asno se lahko:
— izbere prehajanje glede na prioritetni sistem,
— prehajanje se lahko izbere nakljucno,
— e primer ni konflikten lahko vzge vec prehajanj hkrati.

N. Zimic 1-36
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Znacilnosti Petrijevih mrez
(nad.)

» Izsek Petrijevega grafa, ki ni konflikten:

D P Ds
L h
s Py Ps 1z

*  Konflikten primer Petrijevega grafa:

D P

Ds Py Ps

N. Zimic 1-37

Modeliranje s Petrijevo mrezo

* Akcije v Petrijevi mrezi se morajo odvijati pod
dolo¢enimi pogoji.

*  Akcije imenujemo tudi dogodke.

*  Pogoje v kontroli dogodkov imenujemo kar pogoje.

*  Pred izvrSevanjem so predpogoji, po izvrSevanju pa

popogoji:

— predpogoji: pogoji, ki morajo biti izpolnjeni, da se dogodek lahko
izvrsi,

—  popogoji: rezultat izvrSitve dogodka.

N. Zimic 1-38
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Enostaven primer

* Enostaven primer modeliranja s Petrijevo mrezo:

t,: prihod zahteve v sistem  p,: zahteva Caka v vrsti
t,: zacetek procesiranja D,: procesiranje zahteve
t;: konec procesiranja P5: haprava je prosta

t,: zahteva zapusti sistem  p,: zahteva je obdelana

N. Zimic 1-39

Enostaven primer (nad.)

» Tabela pogojev in popogojev za prej$nji primer:

Dogodki Predpogoji | Popogoji
1 Py
2 P> P3 V2
3 P P3s Py
4 Py
N. Zimic 1-40
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N. Zimic

Povezovanje Petrijevih mrez z
zunanjim svetom

*  Petrijeve mreze lahko se lahko z zunanjim svetom
povezujejo na dva nacina: preko mest in preko prehodov.

1-41

Primer racunalniSkega sistema

* Racunalniski sistem sestavljajo trije racunalniki, ki jih
posluzujeta dva operaterja. Zahteva se najprej postreze na
prvem racunalniku, za tem pa na drugem ali tretjem. Za
izvajanje programa je potreben racunalnik in operater.

i
’

Copemert

N. Zimic 1-42
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Primer racunalniSkega sistema
(nad.)

N. Zimic

Pogoji (mesta):
a. program ¢aka na obdelavo na raunalniku R,
b. program po obdelavi na R, ¢aka na obdelavo na R, ali R;,
Cc. program je izvrsen,
d. racunalnik R, je prost,
e. racunalnik R, je prost,
f. racunalnik R, je prost,
g. operater O, je prost,
h. operater O, je prost,
1. operater O, posluzuje racunalnik R,
j- operater O, posluzuje racunalnik R,
k. operater O, posluzuje racunalnik R,,
1. operater O, posluzuje racunalnik R,

1-43

Primer racunalniSkega sistema
(nad.)

N. Zimic

Akcije - prehajanja v mrezi:

. program prispe v obdelavo,

. operater O, zacne z posluzevanjem racunalnika R,
. operater O, konca z posluzevanjem racunalnika R,
. operater O, zacne z posluzevanjem racunalnika R,
. operater O, konca z posluzevanjem racunalnika R,
. operater O, zacne z posluzevanjem racunalnika R,,
. operater O, konca z posluzevanjem racunalnika R,,

. operater O, zacne z posluzevanjem racunalnika R,

O 0 3 N L AW N~

. operater O, konca z posluzevanjem racunalnika R,
10. obdelan program zapusti sistem.

1-44

22



Primer racunalniSkega sistema
(nad.)

* Tabela pogojev in popogojev za prejsnji primer:

Dogodki Predpogoji Popogoji

1 a

2 a, g d i

3 i g, d, b,
4 a,h,d j

5 j b, h, d
6 b, g, e k

7 k ¢ 8¢
8 b, f,h 1

9 1 c,f,g
10 c

N. Zimic 1-45

Primer racunalniSkega sistema
(nad.)

*  Oznacen Petrijev graf za primer racunalniSkega sistema:

N. Zimic 1-46
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Prevedba kon¢nega avtomata v
Petrijevo mrezo

* Koncni avtomat 4 je petorcek:
A=(X,Y,Z,0,4)

*  Kjerso:
X: kon¢na neprazna mnozica vhodnih ¢rk {x,,x,,...},
Y: kon¢na neprazna mnozica notranjih ¢rk {y,, y,,...},
Z: kon¢na mnozica izhodnih ¢rk {z,,z,,...},
0:Y XX —Y je funkcija naslednjega stanja,
A:YXX — Z je izhodna funkcija avotmata.

N. Zimic 1-47

Prevedba kon¢nega avtomata v
Petrijevo mrezo (nad.)

*  Petrijeva mreza, ki je ekvivalenta avtomatu 4 je
definirana:

C=(P,T,1,0)
P=XuYuUZ, mnozicamest Petrijeve mreze

T={,,

ye Y, xe X}, mnozica prehodov
I(¢,,)=1{y,x}, vhodne posploSene mnoZice

O(t,,)=16(y,x), A(y,x)}, izhodne posploSene mnozice

N. Zimic 1-48
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Primer prevedbe avtomata v
Petrijevo mrezo

* Podan je avotmat 4:

A=(X,Y,Z,5,2) /Al a | a
X ={x,%,,%;} X, alz |a,/z,
V'=ia,a} x, |a,/z, |alz
Z:{ZI9ZZ7ZS} 2 2 2 2 1

x, |alzy | alz,
X,/ z, x/z,

N. Zimic
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Primer prevedbe avtomata v

Petrijevo mrezo (nad.)

*  Petrijeva mreza C, ki je ekvivalenta avtomatu 4 je:
C=(P,T,1,0)

*  Mnozica stanj P Petrijeve mreze:
P=X0UYUZ={x,x,,x,,a,,a,,2,,2,,2,}

*  Mnozica prehodov T v Petrijevi mrezi je:

T=1t

a;,x ta1 X2 tal X300 taz X2 taz WXy 2 taz X3 }

T:{tmtlzatl3>t21atzzat23}

N. Zimic

1-50
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Primer prevedbe avtomata v
Petrijevo mrezo (nad.)

PosploSene vhodne mnozice / so:
I(t,))=1{a,,x} I(t,) ={a,,x,}
I(t,) =1a,,x,} I(t,) =1{a,,x,}
I(t;) =1{a,x,} I(t);) =1a,, x;}

Posplosene izhodne mnozice O so:
o)) =1a,,z} O(ty) =1a,,2,}
O(t,) ={a,,2,} O(t,) ={a,,z,}
O(t;) =1a,,z} O(t,;) =1a,,z;}

N. Zimic 1-51

Primer prevedbe avtomata v
Petrijevo mrezo (nad.)

Petrijev graf za podan primer:

N. Zimic 1-52

26



Modeliranje cevovoda

*  Primer kontrolne enote, ki uporablja metodo cevovoda

(pipeline).
Enota Izhodni Vhodni Enota Izhodni Vhodni
register register register register
— | k-1 k-1 k k k k+1
N. Zimic 1-53

Modeliranje cevovoda (nad.)

»  Petrijev graf za primer kontrolne enote:

Izhodni reg. Vhodni reg. Izhodni reg. Vhodni reg.
k-1je kje kje k+1 je
zaseden prost zaseden prost
. @) ..
Enota Enota Prenos
k-1 je kje med k
zasedena zasedena
v
Izhodni reg. Vhodni reg. Izhodni reg. Vhodni reg.
k-1je kje kje k+1 je
prost zaseden prost zaseden
N. Zimic 1-54
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Izvajanje instrukcije

* Izvajanje instrukcije, ki zaseda enoto u ter registre i,j,k.

Instrukcija uporablja Pripravljenost na
enoto u in izvajanje naslednje
registre 7.,k instrukcije

Enota u je prosta

Register i je prost o .

Register j je prost o
Konec izvajanja

Register k je prost o instrukcije

Enota u zaseda
registre i,j,k

N. Zimic 1-55

Uporaba Petrijevih mrez v
programski opremi

*  Programe v racunalnistvu sestavljajo dva osnovna
gradnika: izvajalni operator in vejitev.

*  Petrijev graf omenjenih gradnikov:

Izvajalni operator Vejitev
a.
a, !
ai
Izvajanje ne da
Izvajanje
a .
J a J a ; a,
N. Zimic 1-56

28



Primer programa

*  Primer programa, ki ga bomo prevedli v Petrijevo mrezo:

begin

Input (y1);
Input (y2);

y3 :=1;
while y1>0
if odd
v3
vyl

end;

end;
Output (y3)
end;

do begin
(yl) then begin
1= y3*y2;
=yl -1;

y2 = y2*y2;
vyl =yl -2;

i

N. Zimic

1-57

Primer programa (nad.)

* Akcije, ki se izvajajo v posameznem gradniku:

Akcija

y1>0
odd

M O QA Qb

Opis akcije

a Input (y1l); Input (y2); y3

(y1)

y3 := y3*y2; yl := vyl -1;
y2 := y2*y2; yl := yl -2¢
Output (y3);

:=1;

N. Zimic

1-58
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Primer programa (nad.)

Diagram poteka za podan primer:

N. Zimic 1-59

Primer programa (nad.)

Petrijev graf za podan primer programa:

N. Zimic 1-60
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Sinhronizacija v Petrijevih
mreZah

N. Zimic

Modeliranje sinhronizacije v Petrijevih mrezah se izvaja
preko skupnih mest, kjer Stevilo zetonov v skupnem
mestu pogojuje akcijo.

Posamezni deli Petrijeve mreze , v primeru
nekonfilknosti, se lahko izvajajo popolnoma loceno.
Konfliktnost pri izvajanju Petrijeve mreze se uporablja za
sinhronizacijo posameznih neodvisnih procesov med
seboj.

1-61

Sinhronizacija v Petrijevih
mrezah (nad.)

N. Zimic

Modeliranje sprejemnika in oddajnika z Petrijevim
grafom:

Oddajnik Sprejemnik

4 O e (4 N

cakalni vrsti

Priprava paketa Sprejmi paket iz
za oddajo vmesnega pomnilnika
odda ket /@/ Obdelaj prejeti
aJ ctv
v p Prosta mesta v paket

vmesni pomnilnik ' .
/ Cakalni vrsti k /

1-62
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Sinhronizacija v Petrijevih
mreZah (nad.)

*  Modeliranje branja in pisanja v skupno bazo. Paralelno se
lahko izvaja n branj in samo eno pisanje, ko branje ni v
teku.

Pisanje

N. Zimic

1-63

Matricni zapis Petrijeve mreze

*  Petrijevo mrezo C=(P,T,I,0) lahko opiSemo tudi z dvema
matrikama in sicer D-in D¥, ki predstavljata vhodne in
izhodne funkcije:

D_[l,]] = #(pjal(tz))
D'[i, j1=#(p,,0(t,))

*  Prehod je izbran (omogocen), Ce velja:
oze D

* e je enotni vektor, ki ima enico samo na mestu ;.
e; =[0,0,...,L,...,0]

N. Zimic

1-64

32



Matricni zapis Petrijeve mreze
(nad.)

Ce je prehod ; izbran, lahko pride do vziga le tega.
Rezultat vziga prehoda je:

d(o,t,)=0—e;-D +e;-D" =
=o+e,-(-D"+D")=
=ote, -D
*  Pri ¢emer je matrika D:

D=D"-D"

N. Zimic 1-65

Primer matri¢ni zapisa

* Podan je oznacen Petrijev graf na osnovi katerega sta
izraCunani matriki:

1 1T 1 0
D =0 0 0 1
001 0]
1 0 0 0]
D'={0 2 1
00 0 1]
N. Zimic 1-66
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Primer matri¢ni zapisa (nad.)

*  QOznacitveni vektor o in matrika D sta:

0=(1,0,1,1)

N. Zimic 1-67

Primer matri¢ni zapisa (nad.)

*  Pogoj za vzig prehodov ¢, t, in t5:

1 110
ozel-Dz[l,o,O]-{o 0 0 1]:[1,1,1,0] )J/
001 0
1 1 1 0]
0>e,-D” =[0,1,0]-/0 0 0 1 [=[0,0,0,1] \/
0 01 0]
1 1 1 0]
0>e,-D =[0,0,1]{0 0 0 1|=[0,0,1,0] \/
N. Zimic _O 01 O_ 1-68
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Primer matri¢ni zapisa (nad.)

*  V primeru vZiga t, je nova oznacitev:

0 -1 -1 0
o' =o+e,-D=[1,0,,1]+[0,1,0]-{0 2 1 -1
0 0 -1 1

= [1) Oalal] + [0’2919_1] = [1’ 2) 290]

N. Zimic

1-69

Primer matri¢ni zapisa (nad.)

*  Primer izrisa Petrijevega grafa na osnovi vhodne in
izhodne matrike ter oznacitvenega vektorja:

1 0 0 0 O] [0 2 1 0 0]

01 000 01 000
D'=01 0 0 0 D'=[(000T120

00001 02000

00 1 2 0 00 0 0 1
0=(1,0,0,0,0)

N. Zimic

1-70
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Primer matri¢ni zapisa (nad.)

*  Petrijev graf za podane podatke:

N. Zimic 1-71

Razsiritev Petrijevih mrez

*  V Petrijeve mreze vpeljemo inhibicijski vhod, za
katerega velja, da je mesto izbrano samo v primeru, ko
mesto, ki je povezano na inhibicijski vhod, nima Zetonov.

*  Primer inhibicijskega vhoda:

Pogoji, ki morajo biti izpolnjeni
za vzig prehoda ¢, so:
i) f o(p;)21
o(p,) =0
o(p;) 21

N. Zimic 1-72
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Razsiritev Petrijevih mrez
(nad.)

» Sestevanje po modulu dva (xor):

3
1l

o)) o)

N. Zimic

1-73

Razsiritev Petrijevih mrez
(nad.)

+  Preklopniski vhod (stikalo - switch). Ce stanje stikalo ni
oznaceno in je izpolnjen pogoj za vzig bo rezultat
izvajanja prenesen na stran a, sicer na stran b.

stikalo )2 D, D,

p; Pr p; P

N. Zimic

1-74
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Razsiritev Petrijevih mrez
(nad.)

Ker je inhibicijski vhod posebnost Petrijevih mrez se ga
izogibamo. Izognemo se mu tako, da uvedemo mesto, ki
ima oznacitev, ki je nasprotna opazovanemu mestu. Graf
prikazuje vsoto po modulu dva.

a®b=ab vab
N. Zimic 1-75

Modeliranje porazdeljenih

Procesov
*  Porazdeljeno procesiranje lahko opisemo z grafom
[Krop, Mler]:

.....

— povezave prestavljajo poti za posiljanje podatkov med
procesorskimi enotami. Procesorske enote v, in v; sta med seboj
povezani, &e obstaja povezava a;=(v;, v;). MnozZica vseh povezav
v grafu je A={a,,a,,...,a,,},

—  vsaki povezavi a, € 4, ki ustreza paru a;=(v;, v), pripada ¢akalna
vrsta, ki je opisana s Cetvorckom (£, Vi, Wy, T)).

N. Zimic 1-76
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Modeliranje porazdeljenih
procesov (nad.)

*  Elementi ¢akalne vrste (7, V;, Wy, T)) so:

I; - Stevilo podatkovnih enot (zahtev) v Cakalni vrsti,
V, - Stevilo zahtev, ki se po izvr§enem procesiranju v enoti v,
postavijo v izhodno vrsto,

W, - Stevilo zahtev, ki se po izvr§enem procesiranju v enoti v;
odstranijo iz ¢akalne vrste,

T, - prag, pri katerem se lahko za¢ne procesiranje (minimalno
Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti).

V; (Ii]wVij»VV,ja]:-j) v

O

~O

N. Zimic 1-77
Modeliranje porazdeljenih
procesov (nad.)

*  Pogoj za izvrSitev procesiranja je, da je Stevilo zahtev v
cakalni vrsti vecje ali enako pragu:
1, 2T,
*  Po procesiranju procesorja v; se poveca Stevilo zahtev v
cakalni vrsti:
1/ =1,+V,
*  Po procesiranju procesorja v; se zamnjsa Stevilo zahtev v
cakalni vrsti:
Yy z'j, =1, =W,
*  Smiseln prag za procesiranje W je W, <T,.
N. Zimic 1-78
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Modeliranje porazdeljenih
procesov (nad.)

*  Primer porazdeljenega sistema:

Ul

(1,0,0,1)

(0,1,0,1)

N. Zimic 1-79

Modeliranje porazdeljenih
procesov (nad.)

*  Petrijev graf za primer porazdeljenega sistema:

N. Zimic 1-80
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Casovne Petrijeve mreze

* Casovne Petrijeve mreze predstavljajo razsiritev
Petrijevh mrez.

«  Cas je vpeljan kot ¢asovno okno, v katerem se mora
zgoditi vzig, od tega, ko je bil prehod izbran.
«  Casovno okno je definirano s ¢asoma ¢, in ..

Izpolnjen pogoj
za VZig

N. Zimic 1-81

Ce so izpolnjeni pogoji za vzig,
se le ta izvede med Casoma #,,,;

%

t Cas

min max

~

[
0 t

Casovne Petrijeve mreze (nad.)

*  Primer uporabe Petrijeve mreze v raCunalniskih
komunikacijah.

* Racunalnik A poslje paket racunalniku B. Ko ga le ta
sprejme in obdela, ga potrdi in s tem omogoc¢i ponovno
posiljanje paketa.

Posiljanje paketa

Racunalnik Racunalnik
A < Potrjevanje paketa B

N. Zimic 1-82

41



Casovne Petrijeve mreZe (nad.)

*  Mesta v Petrijevi mrezi za primer komunikacijskega
protokola so:

P, - RaCunalnik A ima paketa za racunalnik B

P, - Racunalnik A informira svoj proces, da je bil paket poslan

P5 - RaCunalnik A informira racunalnik B, da mu je bil paket poslan
P, - Racunalnik B potrdi racunalniku A prejem paketa

Ps - Racunalnik B je pripravljen sprejeti blok

Pe - Racunalnik B informira svoj proces, da je bil paket sprejet

P, - Racunalnik A pric¢akuje od racunalnika B potrditev sprejema
Ps - Racunalnik B je sprejel blok

Casovne Petrijeve mreze (nad.)
*  Petrijev graf za primer komunikacijskega protokola:

42



Casovne Petrijeve mreZe (nad.)

*  Problem nastane, ¢e racunalnik B ne sprejme paketa,
oziroma se le ta na poti izgubi. V tem primeru je
potrebno ponovno poslati paket.

»  Paket se ponovno poslje z uvedbo prehoda ¢, ki mora
vZzgati, ko ni potrditve paketa v predvidenem casu.

*  Minimalni ¢as vZziga za prehod #, mora biti daljsi od Casa,
ki je potreben za potrditev:

t7min > t4max + t3max + t5 max

N. Zimic 1-85

Casovne Petrijeve mreze (nad.)

*  Petrijev graf za primer komunikacijskega protokola, kjer
je dodan prehod £,, ki omogoca ponovno posiljanje
paketov.

N. Zimic 1-86
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Jezik Petrijevh mrez

*  Jezik Petrijevih mrez sestavljajo vse besede, ki so rezultat
izvajanja Petrijeve mreze, od zacetne oznacitve do
kon¢ne oznacitve.

»  Zacetna oznacitev Petrijeve mreZe ima samo en Zeton v
mestu, ki je doloceno kot zacetno in vsa ostala mesta brez
zetonov.

» Kon¢na oznacitev Petrijeve mreze ima samo en zeton v
mestu, ki je doloceno kot kon¢no in vsa ostala mesta brez
Zetonov.

* Besede Petrijeve mreze so sestavljene iz ¢rk, ki so
rezultat vZiga posameznega prehoda v Petrijevi mrezi.

N. Zimic 1-87

Jezik Petrijevh mrez (nad.)

*  Primeri jezikov, ki so rezultat Petrijeve mreze:

Pz a P b P

O—-O0—4—0 Lc)=ab

Pz Dy
L(C,))=a+b

N. Zimic 1-88
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Jezik Petrijevh mrez (nad.)

*  Primeri jezikov, ki so rezultat Petrijeve mreze:

L(C)=a(a+b)b

N. Zimic 1-89

Jezik Petrijevh mrez (nad.)

*  Primeri jezikov, ki so rezultat Petrijeve mreze:

L(C)=b"a

N. Zimic 1-90
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Jezik Petrijevh mrez (nad.)

*  Primeri jezikov, ki so rezultat Petrijeve mreze:

p, 4 b < Pk
L(C)=ab’c

N. Zimic 1-91

Jezik Petrijevh mrez (nad.)

*  Primeri jezikov, ki so rezultat Petrijeve mreze:

L(C)=ca”ch*c, n=0

N. Zimic 1-92
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Markovske verige

N. Zimic

N. Zimic 2-1

Stohastic¢ni proces

» Stohasti¢ni proces je definiran nad mnozico nakljucnih
spremenljivk {X, :t€ T}, kjer je vsaka nakljucna
spremenljivka X, indeksirana s parametrom te T .

» Parameter 7€ T se obi¢ajno poimenuje tudi ¢asovni
parameter, ¢e je I’ c R, =[0,c0).

* Mnozica vseh nakljucnih spremenljivk X(¢) (za vsak re T')
se imenuje prostor stanj stohasti¢nega procesa.

» TakSen proces imenujemo ¢asovno zvezni stohasticni
proces.

N. Zimic 2-2




Stohasti¢ni proces (nad.)

+ Ce je stohasti¢ni proces definiran nad mnozico nakljuénih
spremenljivk {X, :ne N}, kjer je vsaka naklju¢na
spremenljivka X, indeksirana s parametrom », potem
takSen proces imenujemo ¢asovno diskreten stohasticni
proces.

N. Zimic

2-3

Stohasticni proces (nad.)

» Stohasti¢ni proces se lahko opiSe s porazdelitveno funkcijo
F (s;t) za podan nabor nakljuénih spremenljivk
{X(@),X(,),...,X(t,)}, pri Cemer je vektor
t=(t,t,,...,t,)€ Rins=(s,s,,...,s,) € R" prostor stanj,

kjerje ¢, <t, <...<t;

Fy(s;t)=P[X(t)<5,X(t,)<5,,...X(,)<s,]

* Gostota verjetnosti je v tem primeru:

d"F, (s;t)
)=
Jx(s:0) 0s,05,...0s,

N. Zimic

2-4




Markovski proces

* Stohasti¢ni proces {X, :te T} je Markovski proces, Ce je za
vse 0=1¢,<t <..<t <t In s, € S pogojna
porazdelitvena funkcija X, spremenljivk odvisna samo od
predzadnje spremenljivke X (¢,)in ne od

X (), X (1), X(2,) -

P[X(tnﬂ) S Sn+1
=P[X(t,)<s

| X(@,)=5,,X(t,_)=5,_» X(t)=5]=
| X(,)=s,]

n+l

* To pomeni, da je Markovski proces stohasticni proces brez
pomnjenja.

N. Zimic

2-5

Casovna homogenost

» Markovski proces je casovno homogen, ¢e verjetnostna
porazdelitev naklju¢ne spremenljivke X (7, )ni odvisna od
trenutnega opazovanega ¢asa. Ce je naklju¢na
spremenljivka invariantna za #(n), je potem tudi casovno
homogena.

P[X(tn+l) S Sn+1 | X(tn) = Sn] = P[X(tn-H - tn) S Sn+1

N. Zimic

| X(Z,)=s,]

2-6




Casovno diskretni
Markovski proces

+ Diskretni Markovski proces je definiran nad diskretnim

kon¢nim ali Stevno neskon¢nim prostorom stanj S.

« Casovno diskretni Markovski proces je definiran nad

N. Zimic

diskretnim prostorom 7, kjer je T = N .

2-7

Casovno diskretni Markovski
proces (nad.)

N. Zimic

Za podan stohasti¢ni proces { X, X ,..., X ...}, za
opazovane tocke 0, 1,...,n+1, prestavlja diskretni
Markovski proces, kjer za vsene N, ins, € § velja:

PLX

n+1=sn+1|Xn=Sn’Xn—1=S XO=S0]=

n—19°s

:P[Xn+1 :Sn+1 |Xn :Sn]

To pomeni, da je diskretni Markovski proces stohasticni
proces brez pomenjenja.

2-8




Prehajanja v Markovski verigi

* Privzemimo, da so stanja Markovske verige
§={0,1,2,...} . Verjetnost prehoda med stanjem s, in
stanjem s, ; lahko zapiSemo kot pogojno verjetnost:

pl;l)(n):P[XnH :Sn+1 :-]|Xn :Sn :l]

* Indeksa i in j pomenita prehod med stanji i in j. Eksponent
(1) predstavlja en korak (v ¢asu n in n+1), parameter (n)
pa pomeni ¢asovni korak 7.

N. Zimic

2-9

Prehajanja v ¢asovno
homogeni Markovski verigi

» Za Casovno homogeno Markovsko verigo velja, da je
neodvisna od trenutnega Casa. Tako lahko verjetnost
prehoda med stanjema i in j zapiSemo:

Py =p) () =PLX, = | X, =i]=P[X,= ]| X, =i]
VneT

» Zaradi lazjega zapisa bomo eksponent za samo en korak
izpuscali:

— M
p; =Dy

N. Zimic




Matricni zapis

* Verjetnost prehoda v enem koraku med stanji lahko
zapiSemo tudi v matri¢ni obliki:

P Poi Pn
P=P" =[p ]= Po Pu Pn
! Py P Pxn

* Vsota verjetnosti v vrstici je enaka 1:

> p, =1, 0<p, <1

Jjes

N. Zimic

2-11

Primer Markovske verige

* Markovska veriga z dvema stanjema je podana z matriko
ter sliko:

P 0.75 0.25
105 05

N. Zimic




Verjetnost prehoda po n
korakih

* Verjetnost prehoda iz stanja i v ¢asu k v stanje j v ¢asu /,
kjer je med £ in / n Casovnih korakov, je:

p(k,)=P[X, = j| X, =i, 0<k<I
* Vsota vseh verjetnosti prehodov, ki zapuscajo stanje i, je:

> k=1, 0<pl”(k,)<1

jes

N. Zimic

2-13

Chapman-Kolmogorov teorem

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovno
nehomogeni Markovski verigi, je podana z enacbo:

pl;")(k,l) = Zpl.(h’”_k)(k,m)p,ijl._'”)(m,l), 0<k<m<l
heS

» Spremenljivka k predstavlja zacetni in / kon¢ni Cas,
oziroma korak v Markovski verigi. Vseh korakov je n:

n=I[-k

N. Zimic




Chapman-Kolmogorov teorem
(nad.)

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovno
homogeni Markovski verigi se poenostavi:

(n) _ (m) o (n—m)
Py _Zpih Py O<m<n

heS

* V primeru m = 1 iz zgornje enacbe sledi:

(n) _ 1 ., (n=1)
by = Zpih Dy
heS
* Zapis z matrikami:

P =plprh - pprh

N. Zimic 2-15

Vektor stanj Markovske verige

* Verjetnost, da je Markovska veriga v koraku n v stanju i,
lahko zapiSemo:

v.(n)=PlX, =i]

» Na osnovi prej zapisane verjetnosti lahko zapisemo vektor
stanj Markovske verige:

v(n)=(,(n),v,(n),v,(n),...)

» Za vektor verjetnosti velja:

dv, =1

N. Zimic 2-16




Vektor stanj Markovske verige
(nad.)

* Vektor stanj Markovske verige v ¢asovnem koraku n lahko
zapisemo:

v(n)=v(0)P" =v(n-1)P

* Na osnovi prej zapisane verjetnosti lahko zapisemo vektor
stanj Markovske verige:

v(n) =(Vy(n),v,(n),v,(n),...)

N. Zimic 2-17

Stacionarno stanje Markovske

verige

« Stacionarno stanje Markovske verige je opredeljeno kot:
}li_r)gv(n) =v=v(n-1)P=vP

» Ko je dosezeno stacionarno stanje, se verjetnost
posameznega stanja ne spreminja vec.

N. Zimic 2-18




Stacionarno stanje Markovske
verige (nad.)

+ Stacionarno stanje Markovske verige lahko zapiSemo kot:
limv(n) =V = lim(v(0)P") = v(0)P

» Lastnost matrike prehajanja stanj za neskon¢no korakov je:

VO Vl V2

. ) v, Vv, V
P=limP"” =limP"=| ° ' 2
n—>o0 n—c0 v, vV, V,

* Izracun stacionarnega stanja ni vedno mozen!

N. Zimic 2-19

Stacionarno stanje - primeri

* Primer Markovske verige, kjer enolicen izraCun
stacionarnega stanja ni mozen:

1

byl Co é

» Matrika prehodov v neskon¢nosti je kar enaka osnovni
matriki. Enoli¢no stacionarno stanje ne obstaja in je kar
enako zacetnemu vektorju.

i 1 i
limP" =P=P= [o ﬂ 7 =v(0)P = v(0)

n—o0

N. Zimic 2-20
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Stacionarno stanje — primeri
(nad.)

» Primer Markovske verige, kjer enolien izracun
stacionarnega stanja ni mozen:

0 1 1
P= o 1
* Matrika prehodov P(”), ko gre n proti neskon¢no, ne
konvergira.

N. Zimic 2-21

Stacionarno stanje — primeri
(nad.)

* Primer Markovske verige, kjer je izraCun stacionarnega
stanja mozen:

0.5 0.5 03
0.5 0.5 (}“l.‘i)
P_&s 04 (as

+ Matrika prehodov P, ko gre n proti neskonéno,
konvergira in stacionarno stanje obstaja:

05 05
05 05

lim P® =P =

n—co

} 7 =v(0)P =[0.5,0.5]

N. Zimic 2-22
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Verjetnost povratka

» Pogojna verjetnost, da Markovska veriga za¢ne v stanju i
po n>1 korakih prvi¢ doseze stanje j, je:

fi]-(n) =P[Xo :i,X1 ¢j""9Xn—l ¢j’Xn :]]

* Pogojna verjetnost, da Markovska veriga za¢ne v stanju i
in po n >1 korakih prvi¢ doseze stanje i, je:

f;i(n) :P[X() :iaXl ;tio'"aXn—l ;ti’X” :l]

N. Zimic 2-23

Verjetnost povratka (nad.)

* Pogojna verjetnost, da se Markovska veriga v isto stanje
vrne v poljubnem Stevilu korakov, je:

Wik
123 un

n=1

* Povprecno Stevilo korakov za vrnitev v isto stanje:
- (m)
m=3ns

n=1

N. Zimic 2-24
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Opredelitev stanj

» Stanja Markovske verige so lahko: absorpcijska, prehodna,
cikli¢no povratna in necikli¢no povratna.

Acikli¢no povratng.------77 -
- stanja

Absorpcijsko
stanje .
stanja

Cikli¢no povratna
stanja

N. Zimic 225

Opredelitev stanj (nad.)

» Absorpcijsko stanje je stanje, katerega verjetnost povratka
v enem koraku je 1. Ko sistem pride v to stanje, iz njega ne
more vec.

» Prehodno stanje je stanje, za katerega obstaja pozitivna
verjetnost, da se vanj sistem nikoli ve¢ ne vrne. Velja tudi,
da je verjetnost povratka manjsa od 1:

fi <1

N. Zimic 2-26
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Opredelitev stanj (nad.)

» Acikli¢no povratna stanja so stanja, kjer je verjetnost
vrnitve f;; =1in §tevilo korakov do vrnitve ni to¢no
doloceno.

» Cikli¢no povratna stanja so stanja, kjer se isto stanje
doseze po to¢no doloCenem Stevilu korakov. Za sliko na
prejsnji prosojnici je cikel d =n - 5 korakov. Verjetnost

vrnitve je £ =1, kjer d velikost cikla v &asovnih korakih.

N. Zimic 2-27

Primer ¢asovno diskretnega
sistema

» Na sliki je podan primer grafa s tremi stanji in matrika
verjetnosti prehodov:

0.25 0.25 0.50
P=(050 0 0.50
0 075 0.25

N. Zimic 2-28
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Primer ¢asovno diskretnega
sistema (nad.)

* Za stacionarno stanje velja: ¢ =vP in Zvl. =1
Iz esar sledi sistem enacb: <8
v, =0.25v,+0.50v, +0.00v,
v, =0.25v,+0.00v, +0.75v,
v, =0.50v,+0.50v,+0.25v,
vV, +v,+v, =1
* Resitev sistema enacb (stacionarna stanja) so:
v,=024 v, =036 v,=040
V' =(0.24,0.36,0.40)

N. Zimic

2-29

Casovno zvezni Markovski
proces

* Podan stohasti¢ni proces {X, :te T} , je Casovno zvezen

Markovski proces, &e za t, € R kjer je
0=1¢, <t <--<t,<t,, VneN inso stanja
Vs, € § =N, ter velja pogojna verjetnost:

PlX(t,)=s,|Xt)=s,X({t_)=5,1..X({)=s5]=

:P[X(tn+1):Sn+l |X(tn):S”]

* To pomeni, da je zvezni Markovski proces stohasti¢ni
proces brez pomenjenja.

N. Zimic
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Prehajanja v ¢asovno zvezni
Markovski verigi

* Verjetnost prehoda iz stanja i v stanje j v ¢asovnem
intervalu [u,v), kjerje u,ve T in u<v , je:

py(uv) = PLY (V) = jlX () = 1]
* Po definiciji je pri u = v:

I, i=j
pij(uau) :{

0, i#j

N. Zimic 2-31

Chapman-Kolmogorov teorem

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovnem
intervalu [u,v) za ¢asovno zvezne Markovske verige je:

pl.j(u,v)=Zpik(u,w)pkj(w,v), O0<u<sw<vy

keS
* Verjetnost prehodov lahko zapiSemo z matriko:

H(u,v) =[p;(u,v)]
* Chapman-Kolmogorov teorem v matricnem zapisu:
H(u,v)=Hu,w)H(w,v), 0<u<w<vy

N. Zimic 2-32
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Casovno homogene Markovske
verige

» Za Casovno homogene zvezne Markovske verige velja, da
je verjetnost prehoda odvisna samo od razlike ¢asov
t=u—v in ne od absolutnih ¢asov u in v:

p,.j(t):pij(O,t):P[X(u+t)=j|X(u):i]:
PIX(6)= /| X(0)=i], VueT

N. Zimic 2-33

Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah

» Stanje v ¢asovno zvezni Markovski verigi je:
7). jeS
 In vektor stanj:

() = (77, (), 7, (), 725 (1), ..)

N. Zimic 2-34
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Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah (nad.)

 Stanje v ¢asovno zvezni Markovski verigi v ¢asu v je:
7, =Y. 7,w) p,(u,v), YuveT (u<v)
ieS
* V vektorskem zapisu:

n(v)=n(u)P(u,v), Yu,veT W<v)

N. Zimic 2-35

Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah (nad.)

» Stanje v ¢asovno homogeni zvezni Markovski verigi v
casu v je:

7,(0)= 3 7,(0) p, (0,0 =3 7,(0) p, (1)

* V vektorskem zapisu:

n(t) = 7(0) P(0,£) = m(0) P(£)

N. Zimic 2-36
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Infinitezimalni generator

» Za Casovno diskretno Markovsko verigo velja:
H(m,n)=H(m,n—-1)P(n—-1)

H(m,n)—H(m,n—-1)=H(m,n—-1)P(n—1)-H(m,n—-1)=
=H(m,n—-1)(P(n—1)-1)

« Ce obe strani delimo z velikostjo koraka in e korak
limitira proti 0 (At = 0):

L P+ AN -1
=l

N. Zimic 2-37

Infinitezimalni generator (nad.)

* Odvisnost matrike H(s,?) po ¢asu lahko zapiSemo:

OH(s, 1)
ot

=H(s,0)Q(¢), s<t

* Pri ¢emer se Q(#) imenuje infinitezimalni generator:

L P+ AN -1
=l

N. Zimic 2-38
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Infinitezimalni generator (nad.)

* Elementi matrike Q(?) so:

Pt +AD)—1

q; (1) = lim Y
L pytr+An

gy (1) = lim ——"——, i#]

« Ce limite obstajajo in velja z p;(t,t+Ar)=1, potem
sledi: Jes
> q,()=0, VieS§
jes
N. Zimic 2-39

Infinitezimalni generator (nad.)

» Za Casovno homogene Markovske verige velja:
9, =q;(1), Vi,jeS
» Sprememba vektorja stanj po Casu je:

dr (¢
j( ) :qu'jﬂ:i(t)a Vjie S
dt €S
* V matri¢nem zapisu:
. dn(t
1) =" _ () Q
dt
N. Zimic 2-40
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Infinitezimalni generator (nad.)

» Za ¢asovno homogene Markovske verige velja:

PO _pyQ=QP()

PO="

N. Zimic 2-41

Stacionarna stanja

» Za stacionarna stanja velja:
— Neodyvisna od ¢asa ¢
— Neodvisna od zacetnega vektorja m(0)
— Strogo pozitivno >0
— Za katere velja:

7, =lim7,(t)
—>o0

* Velja tudi limita:

TG
o= dt

N. Zimic 2-42
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Stacionarna stanja (nad.)

* Iz prejsnjih enacb sledi:
0=> g,7,, VjeS
ieS
* V matri¢ni obliki:
0=mQ
* Ker je vsota verjetnosti vseh stanj 1, sledi:
nl=> 7z =1, 1=[L1..,1]

ieS

N. Zimic 2-43
Y ©®
Globalno ravnotezje
» Za Casovno homogene Markovske verige velja:
LjeS q,=-24,
ii#]
* Iz Cesar sledi:
2457 ==,
ii#]
» Kar daje enacbo za globalno ravnotezje:
DN EALIOI Y
1,i#] 1,i#]
N. Zimic 2-44
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Rojstno smrtni sistem

* Rojstno smrtni proces je tisti proces, kjer je prehajanje
mozno samo med sosednjimi stanji:
— iz stanja k v stanje k+/ imenujemo porojevanje zahtev
— iz stanja k v stanje k-/ imenujemo umiranje zahtev
* Intenzivnosti prehajanja:
— /;: intenzivnost porojevanja zahtev

— 1, : intenzivnost umiranja zahtev

j’ j'1 j'2 _______ /Ik—l j'Ic—l j'k j'In-l
Hy H,y ,u; >>>>>>> .pk—l Hy Hyn Hyy
N. Zimic 2-45
L L) [J
Rojstno smrtni sistem (nad.)
* Intenzivnosti prehajanja med stanji (elementi matrike Q)
SO:
Qrn = /lk
Qi =M
9., =0, |k—j| >1
» Na osnovi znanih izrazov, je za ergodi¢ni (vsa stanja
morajo biti pozitivno periodi¢no povratna) primer sistema:
24, =0
jes
N. Zimic 2-46
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Rojstno smrtni sistem (nad.)

* Iz prejSnjega izraza sledi:
Disor Y Dis Y Disrs =0

G = (s T Qi) ==+ 4)
* Matrika Q je:

-4, A, 0 0
o~ +4) A4 0
Q=] 0 H, _(l[lz + /12) ﬂz
0 0 Hs _(ﬂs + /13)
N. Zimic 2-47
) [J
Verjetnost stanja
* Verjetnost stanja £ v rojstno smrtnem sistemu je:
7 () = PLX(2) = k]
* Mozni dogodki v ¢asu (¢,t+Af) so:
— Vv Casu ¢ pri populaciji k£ in v intervalu (#,/+Af) ni nobene
spremembe
— v Casu ¢ pri populaciji & in v intervalu (¢,/+A¢?) se porodi nova
zahteva
— Vv Casu ¢ pri populaciji £ in v intervalu (¢,/+Af) pride do smrti
zahteve
N. Zimic 2-48
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Verjetnost stanja (nad.)

* Na osnovi nastetih dogodkov sledi:
7 (t+A) =7 (D) py (A + 75, (D) Py, (AD) +
T (D) Py (A1) + 0(AY)
* V primeru k= 0:
7y (t + A1) = 7 (1) py o (A1) + 7, (2) p, o (AL) + 0(At)
* Funkcija o(4¢) je funkcija, za katero velja:

1im 24D _
At—0 At

N. Zimic 2-49

Verjetnost stanja (nad.)

»  Za Casovno homogene Markovske verige velja, da je
porojevanje in umiranje statisticno neodvisno:

—  P[natan¢no eno rojstvo v €asu Az, pri populaciji k] = L At + o(At)
—  P[natan¢no ena smrt v ¢asu At, pri populaciji k] = At + o(At)

—  P[natancno nobenega rojstva v ¢asu At, pri populaciji k] =1 -
MAt + o(At)

—  P[natan¢no nobene smrti ¢asu A¢t, pri populaciji k] = 1 - wAt+
o(At)

N. Zimic 2-50
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Verjetnost stanja (nad.)

* Verjetnost ohranjanja populacije k£ v Casu At je:

Pix = (1= A At +o(At))(1 - u, At + 0(At))
* Iz Cesar sledi:

7w (t+At) =7, (1)(1- A4 At +0o(A))(1— 1, At + o(At)) +

T (DA AL+ 0(AD) + 70, (D1, AL+ 0(AD)) + 0(At)

* In za stanje O:

7y (t+At) = 7, (1)(1 - A, At + o(A1)) +

7, (1)1, At + o(At)) + o(At)

N. Zimic 2-51

Verjetnost stanja (nad.)

* Sprememba verjetnosti po ¢asu je:

ﬂk(t-l_AAti_ﬂk(t) =—(A, +u)m, O+ A4 m_, (t)+

U7, (D +0(AL), k21

7o (t+ AA? —7,(0) _ — A7, (0) + 1,7, (£) + 0(AY)

N. Zimic 2-52
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Verjetnost stanja (nad.)

* Sprememba verjetnosti po limitnem procesu At — 0:

dzct(t) = _(ﬂk + /'lk )ﬂ.k (t) + Z%—lﬂ.k—l (l’) + /'lk+1ﬂ.k+1 (t), k > 1
dry(t) B
B Aty (8) + 7, (1)

* Enacbe predstavljajo mnozico diferencialno diferencnih
enacb za rojstno smrtni sistem, ki opisujejo dinamiko
sistema.

N. Zimic 2-53

Cisti rojstni sistem

» Za Cisti rojstni proces so intenzivnosti prehajanja:
— intenzivnost porojevanja zahtev 4, = 4

— intenzivnost umiranja zahtev y, = 0

4 A o A A
-4 4 0 0
0 -4 1 0
Q=0 0 -1 2
0 0 0 -4
N. Zimic 554
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Cisti rojstni sistem (nad.)

 Za Cisti rojstni sistem velja:

% = Ar () + Am_ (), k=1
dm, (1)
G _ _az(

i 70, (1)

» Zacetno stanje Cistega rojstnega sistema:

1 k=0

”k(o):{o k>1

N. Zimic 2-55

Cisti rojstni sistem (nad.)

» Resitev diferencialnih enacb je:
r,(t)y=e"

dr (1)
dt
x(t)=Ate™

=-Ax,(t)+ Ae”™"

» Kar daje Poissonovo verjetnostno porazdelitev:
k
[ﬂk(z‘) = (ﬂ;') et k=0,t> 0]

N. Zimic 2-56
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Graf verjetnosti Cisti rojstnega
sistema

06

Verjetnost
o
o

0.4 0

N. Zimic 2-57

Lastnosti Cistega rojstnega
procesa

» Poissonova verjetnostna porazdelitev:
P[X(s,s+1) :k]:(’;i—t')ke-l‘, k>0,5:>0
* Porazdelitvena funkcija: .
A(t)=1-P[f >t]=1-7,(¢)
A =1-¢*, t>0
* Gostota verjetnosti:

at)y=e™, t>0

N. Zimic 2-58
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Poisnova in eksponentna
verjetnostna porazdelitev

» Poissonova verjetnostna porazdelitev

k
P[X(t)zk]:(’lk—t')e‘l‘, k>0,t>0

* Eksponentna verjetnostna porazdelitev podaja ¢as med
dogodki Poissonove verjetnostne porazdelitve:

Plr<t]=1-P[r>t]=1-P[X()=0]

Plz<t]=1-¢"

N. Zimic 2-59

Markovski sistem z dvema
stanjema

* Markovski sistem ima dve stanji S={0,1}
Y

«,6®

» Matrika intenzivnosti prehajanja stanj je:
-4 A
Q=
u =

N. Zimic 2-60
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Markovski sistem z dvema
stanjema (nad.)

+ Sistem diferencialnih enacb za podani sistem:

dmy(t) _

L=~y () + A7, (1)
dr (1) B
=L =y (0= A, (1)

* Velja tudi:

7y (1) =1-7,(¢)

N. Zimic

2-61

Markovski sistem z dvema
stanjema (nad.)

e Pri zacetnem vektorju ®(0) =[0,1] je resitev sistema
diferencialnih enacb:

__MH A usan
= -
() ,a+/1+,u+/1(e )

7,(6)=1-7,(1)

2’ _ ﬂ‘ (e—(,u+/1)t )

uU+A u+a

ﬂo(t)=

N. Zimic
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dvema stanjema

Graf verjetnosti za sistem z

n(0) =[0.1]

A=1
1=0.5

Verjetnost

N. Zimic Cas

2-63

Stacionarno stanje

 Stacionarno stanje je:

T = }Lrgﬂ-k (1)

. . . . dm(t
* Pri stacionarnih razmerah je a’,‘t( L= , zato se

sistem diferencialnih enacb za rojstno smrtni
sistem spremeni v diferencne:

0=—(4 + )7 + A 7+ 1 Ty, k21

0=—Ay, + ur,

N. Zimic
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Stacionarno stanje (nad.)

* Resitev sistema enacb je:

A = A
k:ﬂ‘O& k-1 ﬂ.ozﬂ.on i

My - i=0 iy

« Na osnovi enac¢be Zﬂ'l. =1 sledi:
€S

N. Zimic

2-65

Tipi streznega sistema

* Rojstno smrtni sistem je pri parametrih :

:gﬁ =Y

=0 1+1

i=0 /’tz+l
— Ergodicen strezni sistem pri §; <o in S, =
— Nepovranti strezni sistem pri §; = oo in S2
— Prehodni streZni sistem S; = in §, < oo
» Poenostavljeni pogoj za ergodi¢nost je:

ko<1, Vk=>0
:uk+l

N. Zimic
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Globalno ravnotezje

» Iz enacbe za globalno ravnotezje splosne Markovske
verige sledi enacba za rojstno smrtni sistem:

A A A A

Hi Hy Hin Hiis

(/11{ +:uk)7[k = /11{—1 Tyt My s k>0

ATy =17,

N. Zimic

2-67

Lokalno ravnotezje

* Lokalno ravnotezje podaja relacijo med sosednjima

stanjema:
Ay Al A A
Hiy Hy Hia Hisa
/11{—1 Ty = H 7y ﬂ’k Ty = My Ty
ﬁk:ﬁk%@, k>0
k
N. Zimic
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Osnove streZnega procesa

N. Zimic

N. Zimic 3-1

Osnove streZnega procesa

* V moderni tehnologiji se vedno bolj pogosto uporabljajo
porazdeljeni resursi. Med temi resursi se nahajajo Cakalne
vrste. Posebno pogosta uporaba ¢akalnih vrst je v:

— telefonskih telekomunikacijah,

racunalniskih komunikacijah,

porazdeljenih racunalniskih sistemih,

ve¢ opravilnih operacijskih sistemih,

» Namen teorije ¢akalnih vrst je izboljSanje delovanja
sistemov, oziroma boljSa izraba resursov.

N. Zimic 32




Strezna enota

+ Strezna enota je sestavljena iz ¢akalne vrste in streznika:

Cakalna vrsta  Streznik
Vhodna —|| 171 N\
populacija LR /

» Na vhodu streznika se porajajo zahteve, kar se imenuje
tudi vhodni proces.

» Zahteve se porajajo iz vhodne populacije zahtev.

» Zahteve se, Ce je streznik zaseden, zadrzujejo v Cakalni
vrsti, kjer ¢akajo, da se streznik sprosti.

N. Zimic

3-3

StreZzna enota (nad.)

» Strezna enota lahko vsebuje en ali veC streznikov, ki
obdelujejo (strezejo) zahteve.
» Strezba, ki se imenuje tudi umiranje zahtev, je opisana s
streznim procesom.
* Proces v strezni enoti se lahko razdeli na tri osnovne
sklope:
— vhodni proces,
— strukturo sistema,
— izhodni (strezni) proces.

N. Zimic
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Znacilnost vhodnega procesa

» Velikost vhodne populacije:

— Ce je mozno se jemlje velikost populacije neskoncno velika, kar
poenostavi matemati¢no analizo,

— Ce je populacija bistveno vecja od velikosti sistema se pri analizi
uposteva kot neskoncna populacija,

— pri kon¢ni (majhni) populaciji ima strezni proces vpliv na vhodni
proces.
* Primeri sistemov z neskon¢no populacijo: bankomati,
telefonske centrale, sistem za rezervacijo letalskih kart,...
* Primer sistemov s kon¢no populacijo: terminalski sistem,
mrezni tiskalnik,...

N. Zimic 3-5

Znacilnost vhodnega procesa
(nad.)

Prihajanje zahtev v strezno enoto je lahko v regularnih
vzorcih ali pa popolnoma nakljucno.

« Ce je prihajanje zahtev determninisti¢no, za opis procesa
zadostuje samo podatek o intenzivnosti prihodov zahtev.

* Ko je vhodna populacija majhna, je vhodni proces odvisen
od strezbe.

« Ce je prihajanje zahtev nakljuéno se proces opise z
verjetnostno porazdelitvijo.

* Najbolj pogosto uporabljena verjetnostna porazdelitev je
Poisonova porazdelitev.

N. Zimic 3-6




Znacilnost vhodnega procesa
(nad.)

* Vhodni procesi so opisani s ¢rkami:
M markovski (Poissonov) proces,

D deterministi¢ni vhodni proces,

E Erlangov vhodni proces,

G splosen vhodni proces.

* Vhodni proces je izgubni, ¢e se zahteva na vhodu zavrne.

Najbolj pogost primer izgubnega sistema je zavrnitev
zahteve, ko je ¢akalna vrsta polna.

N. Zimic

3-7

Struktura sistema

» Strezni sistem je sestavljen iz ¢akalne vrste in streznikov.

» Strezni sistem lahko vsebuje en ali vec streznikov, ki so
lahko vezani paralelno ali zaporedno.

+ Kapaciteta sistema je Stevilo zahtev, ki jih strezna enota
lahko sprejme. Ko je sistem poln, se prihajajoce zahteve
zavrnejo. Kapaciteta sistema je velikost Cakalne vrste in
Stevilo streznikov.

N. Zimic

3-8




Izhodni proces

N. Zimic

Izhodni proces je odvisen od znacilnosti streZznega procesa
in discipline jemanja iz cakalne vrste.

Strezni proces se lahko opise z naslednjimi procesi:

— M markovski strezni proces,

— D deterministi¢ni strezni proces,

— E Erlangov strezni proces,

— G splosen strezni proces.

Najpogostejse discipline jemanja iz ¢akalne vrste so:
— FCFS: prvi pride, prvi je postreZen,
— LCFS: zadnji pride, prvi je postrezen,
— po prioritetnem sistemu,

dodeljevanju casa,

— nakljucno.

3-9

Osnovne velicine v strezni enoti

N. Zimic

Strezna enota je simboli¢no predstavljena:

Zahteva z, nastopi v strezbo in po dolocenem casu
v ’ . .
postreZena zahteva z; zapusti sistem.

V Casu ¢ je v sistemu N(¢) zahtev.

Strezna enota je v pripravljenosti, €e je v njej ni zahtev:
N()=0




Osnovne velic¢ine v strezni enoti
(nad.)

« (as vstopa zahteve z, v sistem je 7,.
+ Cas med prihodi zahtev z, in z, , (medprihodni ¢as) je:

* Prihode zahtev v strezno enoto obravnavamo kot nakljucni
proces. Cas med prihodi ¢ pa kot nakljucno spremenljivko.

» Porazdelitvena funkcija medprihodnega casa je:

A()=Plt <1]

N. Zimic

Osnovne velic¢ine v strezni enoti
(nad.)

Zahteva z; potrebuje Cas strezbe x,. Tudi streZbo
obravnavamo kot nakljucni proces in ¢as strezbe kot
naklju¢no spremenljivko. Porazdelitvena funkcija strezbe
je:
B.(x)=P[x, <x]

* V limitnem procesu, ko gre indeks i proti neskon¢no
dobimo porazdelitveni funkciji vhodnega in streznega
procesa:

A(t) = P[f <]
B(x)=P[%<x]

N. Zimic




Spremenljivke streZne enote

* V strezni enoti uporabljamo naslednje spremenljivke:
— N(¢) Stevilo zahtev v strezni enoti v Casu ¢,
— N,(1) Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti v Casu ¢,
— N((?) stevilo zahtev v strezniku v Casu ¢,
— N povprecno Stevilo zahtev sistemu (strezni enoti),
— N, povprecno Stevilo zahtev v Cakalni vrsti,
— N, povprecno Stevilo zahtev v strezniku,
— T, ¢as, ki ga k-ta zahteva prebije v sistemu,
— W, Cas, ki ga k-ta zahteva prebije v ¢akalni vrsti,
— X, Cas, ki ga k-ta zahteva prebije v strezniku,

N. Zimic

3-13

Spremenljivke streZne enote
(nad.)

— T povprecen Cas, ki ga zahteva prebije v sistemu,

— W povprecen ¢as, ki ga zahteva prebije v Cakalni vrsti,

— X povprecen Cas, ki ga zahteva prebije v strezbi (povprecen Cas
strezbe),

— P(¥) verjetnost, da je v ¢asu t v sistemu k zahtev,

— P, stacionarna verjetnost, da je v sistemu k zahtev,

— A intenzivnost porajanja zahtev,

— W intenzivnost strezbe (umiranja zahtev).

N. Zimic




Primer strezbe

« Casovni potek streZbe:

r b Y
’ ’ ’ ’
IZStOp iz Zn—l Zn Zn+1 Zn+2
strezne enote
Wl x Xiv1
Wio| X
o Tn Tn+l Tn+2
Vstop v strezno
enoto A - -
Zn Zn+1 Zn+2
N. Zimic 3-15

Relacije v strezni enoti

« Stevilo zahtev v strezni enoti je:
N(@®)=N,()+N,(1)
N=N,+N,

« Cas zadrzevanja v strezni enoti je:
T, =W, +x,

T'=W+x

N. Zimic 3-16




Stacionarne vrednosti

+ Ergodicen naklju¢ni sistem v limitnem procesu doseze
stacionarne vrednosti:
N =1limN(t)=1lim E[N(t)]
t—00 t—>o0

N, =lim N, (1) = lim E[N, (1)]
V=m0 = im ELY, ()
r=fimf; = fim 17,

¥ = i, = lim B
7=, = fim L,

B =lim A1)

N. Zimic 3-17

Littlovo pravilo

* Povprecno Stevilo zahtev je enako vhodni intenzivnosti
krat povprecen Cas zadrzevanja zahteve v sistemu (Littlovo
pravilo):

N=AT

 Littlovo pravilo velja tudi za ¢akalno vrsto in streznik:
N, =W
N =Ax=Alu=p

» Faktor uporabnosti p strezne enote je med 0 in 1.

» Za m streznikov je faktor uporabnosti:

2
p=—
mi

N. Zimic 3-18




Notacija streznih enot

» Strezne enote se najpogosteje opisejo s trojckom:
A/B/m

» Kjer posamezne ¢rke pomenijo:
— A verjetnostna porazdelitve prihajanja zahtev v strezno enoto,
— B verjetnostna porazdelitev strezbe,
— m §tevilo streznikov v strezni enoti.

* Najbolj pogosto uporabljene verjetnostne porazdelitve so:
— M eksponentna (Poisonova) porazdelitev,

E, erlangova porazdelitev stopnje 7,

— H, hipereksponentna porazdelitev stopnje 7,

G splosna porazdeltivev,

D deterministi¢na porazdelitev.

N. Zimic 3-19

Notacija streznih enot (nad.)

* Primeri notacij:
— MJ/M/1: Poisonova verjetnostna porazdelitev na vhodu,
eksponentna verjetnostna porazdelitev streZbe in en streznik,

— M/D/3: Poisonova verjetnostna porazdelitev na vhodu,
deterministi¢na porazdelitev strezbe in trije strezniki,

— G/ EJ/10: Splosna verjetnostna porazdelitev na vhodu, erlangova
verjetnostna porazdelitev strezbe in deset streznikov.

» Razsirjena notacija:
A/B/m/KIM

— K kapaciteta sistema (Stevilo zahtev, ki jih lahko sistem sprejme),
— M velikost vhodne populacije.

N. Zimic 3-20
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Notacija streznih enot (nad.)

* Primeri notacij:

— D/M/10/40: Deterministi¢na vhodna porazdelitev, eksponentna
verjetnostna porazdelitev strezbe, deset streznikov, velikost
sistema je 40 in neskon¢na vhodna populacija,

— MJ/MJ/1//20: Poisonova verjetnostan vhodna porazdelitev,
eksponentna verjetnostna porazdelitev strezbe, en streznik,
neskoncna velikost sistema in velikost vhodne populacije je 20.

« Ce $tevilo v notaciji ni navedeno se jemlje kot neskonéno
(neskoncna velikost sistema, neskon¢na velikost
populacije).

N. Zimic 3-21

Notacija streznih enot (nad.)

» Razsirjena notacija z strezno disciplino X:
(4/B/m):(X/K/M)

* Notacije streznih disciplin so:
— FIFO (first in first out) prvi pride, prvi je postrezen,

LIFO (last in first out) zadnji pride, prvi je postrezen,

SIRO (service in random order) naklju¢na strezba,

NPRE s prioriteto brez prekinjanja,
— PREP s prioriteto s prekinjanjem.

N. Zimic 3-22
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Ergodic¢nost

* Povprecje je podano kot integral pri dovolj dolgi periodi 7
1 ¢7
m=— I X (b)dt
» Zbirno povprecje stohasti¢nega sistema je:

E[X(T)] =3 kPLX(T) =]

k=0

3-23

N. Zimic

Ergodic¢nost (nad.)

» Stohasti¢ni sistem je ergodiCen, e je Casovno povprecje
enako zbirnemu povprecju, ¢e gre ¢as T proti neskon¢nosti
T — oo,

* Zbirno povprecje:

Razli¢ne verj etnosti}

X(t) ob asu T

N. Zimic
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Poissonov proces

* Poissonov proces je zanimiv zaradi dveh lastnosti:
zadovoljivo opisuje vecino verjetnostnih porazdelitev v
naravi in ima lepe matemati¢ne znacilnosti.

* Poissonov proces je zvezni proces, ki nakljucno razporedi
k dogodkov v ¢asu (0,7).

* Naklju¢na spremenljivka X(7) podaja Stevilo dogodkov na
intervalu (0,7). Poissonova verjetnostna porazdelitev je
podana:

P[X(t)=k]= (’%)ke-ﬂ’

N. Zimic

3-25

Poissonov proces (nad.)

* Kjer je A srednja vrednost naklju¢ne spremenljivke.
Fizikalno A predstavlja povprecno Stevilo dogodkov na
intervalu (0,7).

* Poissonov proces izhaja iz binomske porazdelitve.
Predpostavimo da ¢asovni interval (0,f) razdelimo na n
Casovnih rezin. V tem ¢asu se mora zgoditi natanko k&
dogodkov. Iz binomske porazdelitve izhaja:

Plk dogodkov v n casovnih rezinah] = (ZJ pk (1- p)"ik

N. Zimic
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Poissonov proces (nad.)

* Z povecCevanjem Stevila ¢asovnih rezin proti neskon¢nosti
postane Cas zvezen. S tem se zmanjSuje verjetnost dogodka
p tako, da velja:

np = At
» Kar vodi do Poissonve verjetnostne porazdelitve:
Plk prihodov v intervalu (0,t)] =

. (nj(ﬂtjk( ﬂt]"‘k
=lim — | |{1-—| =
eV A/ n

_ (' {hm n(n—l)...(kn—k+1)}[hm(l_ ﬁ” )
k! | o= n n—e n

N. Zimic

3-27

Poissonov proces (nad.)

o Sledi:

n —At
" hm{(l_ﬁj@} _
k! | noe n

k
— (ﬂt ) e—/lt
k!
* Pri poenostavitvi je bil uporabljen izraz:

Ve
e= lim(l —ﬂ)

n—oo n

N. Zimic
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Strezni sistemi

N. Zimic

N. Zimic 4-1

Deterministié¢ni strezni sistem
D/D/1

» Sistem D/D/1 je sistem, pri katerem se ¢as med prihodi
zahtev in Cas strezbe ne spreminja.
— Cas med prihodi zahtev je:

t=t =..=t=1/4

i i+l

— Cas streZbe je konstanten:

X, =x,=..=x=1/u

« Ce sistem dovolj dolgo opazujemo je v primeru ¢ > x
oziroma u > A je cakalna vrsta prazna. V sistemu je
zahteva lahko le v streZniku.

N. Zimic 4-2




Deterministié¢ni strezni sistem
D/D/1 (nad.)

* V primeru, ko je #=x se Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti ne
spreminja.

* Vprimeru t < x pa gre Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti proti
neskoncnosti.

» (as zadrzevanja zahteve v sistemu in Stevilo zahtev v vrsti
in sistemu je:

T=W+x=x
Nq =AW =0
N =AT = Ax
N. Zimic 4-3

Strezni sistem M/M/1

» Strezni sistem M/M/1

— Prva ¢rka M: Poisosnova verjetnostna porazdelitev porojevanja
zahtev

A=A k=012,.. A@t)=1-e*
— Druga ¢rka M: eksponentna verjetnostna porazdelitev strezbe
u,=u, k=0,12,.. B(x)=1-¢*

— Stevilka 1: en streznik

U
AT

N. Zimic 4-4




Strezni sistem M/M/1 (nad.)

» Strezni sistem M/M/1 (rojstno smrtni sistem):

) ) A A A A
T T v 7 U 7

* Iz enacb za sploSen rojstno smrtni sistem izhaja:
k
A
Tz, :750(— =r,p", k=0
U

A
pP=—
U

N. Zimic 4-5

Strezni sistem M/M/1 (nad.)

* Verjetnost praznega sistema je:

= 1 B 1 1 1 “1-p
0 kT oo T e - -1 = -
- 1—
1+Z(ﬂj 1+Zpk Zpk (I-p)
=\ u k=1 k=0
(I-x) " =l+x+x7+x +..  |x|<1

* Verjetnost k-tega stanja (k zahtev v sistemu):
7, =(1-p)p*

N. Zimic 4-6




Strezni sistem M/M/1 (nad.)

* Pogoj za ergodi¢nost:

» Zgornja pogoja sta zadovoljena pri:
A<u

N. Zimic 4-7

Strezni sistem M/M/1 (nad.)

* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu:

N=>kr, =) k(1-p)p*
k=0 k=0

v Nk P P
N=0-p)Skp' =(1- -
( p); P =(1-p) oy~ (p)

» Varianca Stevila zahtev v sistemu:

2 =N (k-Nyx =—2L
N ;( ) k (l_p)z

N. Zimic 4-8




Strezni sistem M/M/1 (nad.)

10 T T T T

©
T

Varjanga

~
T

Povprecend stevilo |

> o )
T T T

Varjanca stevila zahtev v sistemu
w
:

Povprecno stevilo zahtev v sistemu

I L L I L L I L
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

. Faktor uporabnosti
N. Zimic
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Strezni sistem M/M/1 (nad.)

* Povprecno Stevilo zahtev v strezniku:

Y7,

* Povprecno Stevilo zahtev v vrsti:

2

Vv =P
N, =N-N,=1=

N. Zimic
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Strezni sistem M/M/1 (nad.)

» Povprecen Cas zadrZevanja v sistemu je:
N_1p U
A Al—-p u-A1

* Povprecen Cas zadrzevanja v vrsti:

N
wee_p_gor-L__P_
A u u-A
N. Zimic 4-11

Omahljiv strezni sistem

* Rojstno smrtni sistem z znac¢ilnostmi:

A =-2 k=0,12,..
k+1

u,=u, k=12.3,..
* Diagram prehajanja stanj za omahljiv strezni sistem:

o al2 al3  ol(k-1) alk al(k+1) al(k+2)

N. Zimic 4-12




Omahljiv strezni sistem (nad.)

* Verjetnost k zahtev v sistemu je:

Lo /(i +]) a1
7 =m]] =7\ |5

= M y2

* Iz Cesar sledi verjetnost praznega sistema:

1 e

N. Zimic 4-13

Omahljiv strezni sistem (nad.)

* Verjetnost k zahtev v sistemu je:

k _Z
: _alu)
k!

» Faktor uporabnosti v omahljivem streznem sistemu je:

o

p=l-rx, =l-e*

* Pogoj stabilnosti je dosezen, Ce:
o
— < oo
Y7,

N. Zimic 4-14




Omahljiv strezni sistem (nad.)

* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu je:
= - o
N=>km, =—
k=0

* Glede na faktor uporabnosti p =— sledi:
Y7,

A=up=ul-e*)
» Ter ¢as zadrzevanja v sistemu:
N o
RS
©r-e*)

N. Zimic 4-15

Strezni sistem z neomejeno
strezbo M/M/w

* Rojstno smrtni sistem z neomejeno strezbo (neskoncno
streznikov):

A, =4, k=0,1,2,..
U, =ku, k=1,273,..
+ Slika sistema z neomejeno strezbo:

N. Zimic 4-16




Strezni sistem z neomejeno
strezbo M/M/x (nad.)

» Diagram prehajanja stanj za sistem z neomejeno strezbo:

A A i A i 4 A
I M 3w G-be kw (kehu (k2
* Verjetnost k zahtev v sistemu je:
k-1 /1
m=mll G
= Podobnost z omahljivim
(A1 ) A streznim sistemom (o in A)!
m,=—""—e"
k!
N. Zimic 4-17

Strezni sistem z neomejeno
strezbo M/M/x (nad.)

* Iz podobnosti z omahljivim streznim sistemom sledi:

=2
U

» Povprecen Cas zadrZevanja v sistemu je:

r=1

u
» Ker je neskoncno streznikov, so zahteve takoj postrezene,

kar pomeni da ni zahtev v ¢akalni vrsti in je Cas
zadrzevanja v vrsti vedno 0.

N. Zimic 4-18




Strezni sistem z m strezniki
M/M/m

* Rojstno smrtni sistem m strezniki

A=A, k=0,12,..

ku, 0<k<m
He =

mu, m<k
. . . . ﬂ
o Slika sistema z m strezniki: G

A

— ] M
&

N. Zimic 4-19

Strezni sistem z m strezniki
M/M/m (nad.)

* Diagram prehajanja stanj za sistem z m strezniki:
A A yl yl A e A

w3 (m-2u (m-hu mit it

* Verjetnost k zahtev v sistemu je:

k-1 k
Al A :ﬂo(iJ i, 0<k<m
i ((+ 1 M) k!

7Z'k=7l'0ﬁ A i;i/1 k=m

o (I + Doy mut”

N. Zimic 4-20
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Strezni sistem z m strezniki
M/M/m (nad.)

» Faktor uporabnosti posameznega streznika je:

A
p=—--=rxl
my
» Kar poenostavi verjetnost stanja :

k
7rk=7z0(m’0') , 0<k<m

k_ - m

P k>
m!

T, =7, m

N. Zimic 4-21

Strezni sistem z m strezniki
M/M/m (nad.)

* Iz prejSnjih enacb sledi verjetnost praznega sistema:

-1
. ’"Z“(mp)" L (mp)" 1
e k) m! 1-p

* Verjetnost, da mora zahteva ¢akati v vrsti (vsi strezniki so
zasedeni):

PIK>ml=n, =3 7 =P,

p mi(1-p)""°

N. Zimic 4-22
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Strezni sistem z m strezniki
M/M/m (nad.)

* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu:

N=mp+-L—7x
1-p

* Povprecna dolzina ¢akalne vrste je:

1

N =——u,
(1-p)

N. Zimic 4-23

Strezni sistem s kon¢no vrsto
M/M/1/K

* Rojstno smrtni sistem s kon¢no vrsto (velikost ¢akalne
vrste + streznik = velikost sistema = K):

A, k=0,12,..
A =
0, k=K,K+1,...

u,=p, k=1273,..

» Diagram prehajanja stanj za M/M/1/K je:
A A yl yl e e

N. Zimic 4-24
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Strezni sistem s kon¢no vrsto
M/M/1/K (nad.)

* Verjetnost k zahtev v sistemu je:

. =r,p*, k<K
z,=0, k>K

» Ker je vsota verjetnosti po vseh stanjih ena sledi:

K 1-p
k
7, ) p =1 T, = —
5 =T
_(-p)p*
k l_pK+l

N. Zimic

4-25

Strezni sistem s kon¢no vrsto
M/M/1/K (nad.)

» Sistem je poln, ko je v sistemu K zahtev:

(1-p)p*

K
— P P
N = E kn,=——-——K+Dx

k=0 k 1_p l_p K

N. Zimic

426
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Strezni sistem s kon¢no vrsto
M/M/1/K (nad.)

* Intenzivnost prihajanja zahtev v sistem minus intenzivnost
zavrnjenih zahtev je:

A'=A1-7my)
* Povprecen Cas prebivanja zahteve v sistemu je:

E 1 KpK+1

N. Zimic 4-27

Verjetnost zavrnitve zahtev
zaradi polnega sistema

« Stevilo zavrnjenih zahtev je §tevilo vseh zahtev, minus
Stevilo postrezenih zahtev:

1 H

m'

« Stevilo postreZenih zahtev:

4

K
y=A0-m,)= Zﬂﬂk = u(l-m,)
k=1

N. Zimic 4-28
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Verjetnost zavrnitve zahtev
zaradi polnega sistema (nad.)

* Verjetnost zavrnitve zahteve je:

., =1—%(1—7z0)

(1-p)p"
Ty = 1= pr [ Verjetnost K zahtev v sistemu]
* V primeru nasicenja p =1 po L’Hospitalovem pravilu
sledi:
= 1
POK+1
N. Zimic 4-29

Strezni sistem brez vrste
M/M/1/1

* Primer sistema brez ¢akalne vrste (samo streznik):
Y

o« »

u

* Verjetnosti stanj so:
1 P

Ty=—— T =—

1+ Yo "1+ P
* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu je:
— 1 Yo
N=) kr, =——
; Coltp

N. Zimic 4-30
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Strezni sistem brez vrste
M/M/1/1 (nad.)

* Verjetnost izgube zahteve zaradi zasedenega sistema, je
enaka verjetnosti zadnjega stanja:

- - 1=p)p"
B~ 1_ K+1
P
__P
b1+ P
» Povprecen Cas prebivanja zahteve v sistemu je:
_ P
N_ 1+p _1__
A" A-x) wu
N. Zimic 4-31

Izravnani strezni sistem
M/M/m/m

» Stevilo streznikov je enako velikosti sistema, kar pomeni,
da ni ¢akalne vrste:

A=A k<m
A =0, k=m
u, =ku, k=1273,..

» Diagram prehajanja stanj za izravnani strezni sistem:

A A A4 i 4
7 2 34 (m-2u (m-bu  m
N. Zimic 4-32

16



Izravnani strezni sistem
M/M/m/m (nad.)

* Verjetnost k-tega stanja v izravnanem streznem sistemu:

7,=0, k>m
e AN
ﬁk=7z0H : =T, —| —, k<m
i (I+1)u u) k!
* Verjetnost praznega sistema:
1

NG A
;(ﬂj k!

N. Zimic

4-33

Izravnani strezni sistem
M/M/m/m (nad.)

» Ker ni cakalne vrste, je povpreCen Cas zadrzevanja zahteve

v sistemu enak povprecnemu casu strezbe:

r=1

U

* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu je enako povprecnemu

Stevilu zahtev v streznikih:

Nt
U

N. Zimic
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Strezni sistem s kon¢no
populacijo zahtev

» Populacija zahtev je kon¢na, zato se intenzivnost s
Stevilom zahtev v sistemu manjsa (sistem M/M/1//M):

A =AM-k), 0Sks<M [M je velikost populacije]
A, =0, k>M
u,=p, k=1273,..

» Diagram prehajanja stanj za izravnani strezni sistem:

MA (M-DA (M=-2)4 24 A
7 7 v 7 7
N. Zimic 4-35

Strezni sistem s kon¢no
populacijo zahtev (nad.)

* Verjetnost k-tega stanja v izravnanem streznem sistemu:

7,=0, k>m

oAM= _(A) M)
1:0[ (—J TR 0<k<M

* Verjetnost praznega sistema:
1

7[0 ﬂ/ k
i M!
z(u) (M —k)!

N. Zimic 4-36
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Strezni sistem M/M/oo//M

» Sistem s kon¢no populacijo zahtev in neskon¢no strezniki

(sistem M/M/oo//M):
A =AM-k), 0Sks<M [M je velikost populacije]
A, =0, k>M

U, =ku, k=12,3,..

» Diagram prehajanja stanj za izravnani strezni sistem:
MA (M-DA (M-2)A 24 )

N. Zimic 4-37

Strezni sistem s konéno
populacijo zahtev (nad.)

* Verjetnost k-tega stanja v izravnanem streznem sistemu:

=AM —i) 2\ M
= = — | ———, 0<k<M
=l ”"(uj KM — ).

MY M
k) k\M-k)!
Z0)
T, =T, —
Y7, k

N. Zimic 4-38
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Strezni sistem s kon¢no
populacijo zahtev (nad.)

* Verjetnost praznega sistema:

4-39

Strezni sistem s konéno
populacijo zahtev (nad.)

* Verjetnost k£ zahtev v sistemu je:

7Ty M2 =" =
()
U

» Iz splosne enacbe za Stevilo zahtev v sistemu sledi:

MA/u

M
N=>km, =—"-—
kzz(; 1+ A/ u)

N. Zimic

4-40
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Strezni sistem M/M/m/K/M

» Sistem s kon¢no populacijo zahtev M in m strezniki in
velikostjo sistema K (sistem M/M/m/K/M) pri pogoju
K<M. Sistem obsega vse znacilnosti prej opisanih

sistemov:
A =AM —-k), 0<sk<K-1
A, =0, k2K
U, =ku, 0<k<m
U, =mu, k>m
N. Zimic 441

Strezni sistem M/M/m/K/M
(nad.)

* Diagram prehajanja stanj za sistem M/M/m/K/M:

MA (MDA (MDA (MemaDA (M-K+2)A (M-K+DA
a M 3w m-bu mm mH mit mit

* Verjetnost stanjak pri 0<k<m—1 je:

tM-DA_ (A “'m
H (i+Du (uj (Kj

N. Zimic 4-42
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Strezni sistem M/M/m/K/M
(nad.)

* Verjetnost stanjak pri m<k <K je:

H l)ﬂ,H l)ﬂ,

(1+1),u mi

AN (M) k! -
ﬂ'k:ﬂo — —'m
Y7, k )m!

N. Zimic 4-43

Strezni sistem M/M/m/K/M
(nad.)

* Zanimiv je primer, ko je velikost ¢akalne vrste enaka 0 in
je velikost populacije vec¢ja od Stevila streznikov:

M=>2K=m

N. Zimic 4-44
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Primer streZznega sistema

* Imamo racunalniski sistem z dvema procesorjema, ki imata
intenzivnost strezbe p=6 zahtev/sek. Zahteve prihajajo iz
32 vhodnih modulov z intenzivnostjo 0.6 zahteve/sek. na
modul. Velikost ¢akalne vrste je 30. Ali je sistem uporaben
in kakSen je povprecen Cas zadrzevanja zahteve v sistemu?

u
Yo
@) [

N. Zimic 4-45

Primer streznega sistema (nad.)

» Za opisani primer velja:
A, =A032-k), 0<k<32
A =0, k>32
H=H
M, =2u, 2<k<32

* Diagram prehajanja stanj za podani primer:

324 311 304 24 A
T oo 2u 2u
N. Zimic 4-46
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Primer streZznega sistema (nad.)

+ Iz sploSnega sistema izhaja:

i=0 /’li+l
| 1
= = = 0001693
IEDN | e | B
k=1 i=0 1ui+l k=1 i=0 i+l

» Posamezne verjetnosti stanj so:
7, =0.005418 7,=0.012596 7, =0.025570
7, =0.008397 7x,=0.018264

N. Zimic 4-47

Primer streznega sistema (nad.)

* Povprecno Stevilo zahtev v sistemu:

o3
N =Y km, =12.08804 ~ 12
k=0
* Povprecna intenzivnost porojevanja zahtev je:

31
A= 7 A =11.94718
i=0
* Povprecen Cas zadrZzevanja zahtev v sistemu je:

> =

T=—=1.01179 sek

N. Zimic 4-48
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Erlangovi in drugi strezniki

N. Zimic

N. Zimic

5-1

Streznik z eksponentno
verjetnostno porazdelitvijo

» Streznik z eksponentno verjetnostno porazdelitvijo:

Z <> z' B(x) — porazdelitvena funkcija

b(x) — gostota verjetnosti
B(x), b(x), B(s) B(s) — Laplaceova transformacija

gostote verjetnosti

1 1 S 2
— _—, X :_2
u u U u

N. Zimic

5-2




Streznik z eksponentno ver.
porazdelitvijo (nad.)

* Porazdelitvena funkcija in gostota verjetnosti:
B(x)=1-e"", x20

by =D _ e v 0
dx

» Laplaceova transformacija porazdelitvene funkcije:

B(s)= Ib(x)e_sxdx =I Ue e Vdx = ad
0 0 S+ U

N. Zimic 5-3

Zaporedna vezava dveh
streznikov

» Zaporedna vezava dveh streznikov z intenzivnostjo strezbe
2u:

( H)h(y)  HOLAG) )
z z

G
B(x), b(x)

* QGostota verjetnosti za notranja streznika je:
h(y)=2pue™, y>0

N. Zimic 5-4




Zaporedna vezava dveh
streznikov (nad.)

» Strezni ¢as nadomestnega streznika je vsota casov
notranjih streznikov:

X=W+),
» Poiskati je potrebno verjetnost streznega Casa x, ki je
sestavljen iz parov streznih ¢asov notranjih streznikov,
katerih vsota je Cas x:

b(x)= [ h(y) h(x—y) dy = [2ue™ 2pe™ ™ dy

b(x) = 4lu2J.e—2ﬂy—2ﬂx+2ﬂy dy — 4ﬂ2J'e—2yx dy

N. Zimic 5-5

Zaporedna vezava dveh
streznikov (nad.)

» Nadaljevanje izracuna iz prejSnje prosojnice:
b(x)=4u’e™* yT =4u’xe, x=0
0

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti:

2u
s+2u

H(s)= J’ h(y)e ™ dy = .[ e ¢y =
0 0

N. Zimic 5-6




Zaporedna vezava dveh
streznikov (nad.)

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti
nadomestnega streznika:

B(s)=H(s) H(s)=(H(s))’ {s f‘z‘ ﬂj

» Rezultat inverzne Laplaceove transformacije je gostota
verjetnosti nadomestnega streznika:

b(x)=2u (2ﬂx)e—2ﬂx =4,Ll2xe_2”", >0

Inverzna Laplaceova transformacija se izraCuna s pomocjo
tabel (matemati¢nega priro¢nika)

N. Zimic 5-7

Zaporedna vezava dveh
streznikov (nad.)

* Povprecna vrednost streznega ¢asa dveh zaporedno
vezanih streznikov z eksponentno verjetnostno
porazdelitvijo je:

1 1

TR

* Varianca streznega Casa je:

2 1
0.=0,+0.=20, = —=—
Quw)” 2u

N. Zimic 5-8




Strezni sistem z Erlangovo
strezbo

» Zaporedna vezava g streznikov z intenzivnostjo strezbe qu:

z @@ 777777777777 @ z'

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti enega
streznika:

H(s)= Ih(y) e Vdy = Ie—qﬂy e dy = _q4

N. Zimic 5-9

Strezni sistem z Erlangovo
strezbo (nad.)

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti
nadomestnega streznika:

B(s)=(H(s))' = (j{—”qﬂj

* S pomocjo inverzne Laplaceove transformacije dobimo
gostoto verjetnosti nadomestnega streznika:

b(x) — (],U (qlux)q_l e—q,ux
(¢=D!

x=20

b

N. Zimic 5-10




Strezni sistem z Erlangovo
strezbo (nad.

2 T T

-b(x)

Gostota verjetnosti

N. Zimic Vhodna intenzivnost - A 5.11

Strezni sistem M/Eq/ 1

» StreZni sistem M/Eq/ 1:
2 2 2 2 P

qu GH e qu qu au qu
* Vhodna verjetnostna porazdelitev je Possionova z gostoto
verjetnosti:

alt)=Ae™, t20

* Verjetnostna porazdelitev strezbe je Erlangova stopnje g.

N. Zimic 5-12




Strezni sistem M/E /1 (nad.)

* Strezni sistem M/E /1 je prazen, Ce je v stanju 0.

* V streznem sistemu je ena zahteva, ¢e se sistem nahaja v
enem izmed stanj j:

1<j<gq

* V streznem sistemu je k zahtev, e se sistem nahaja v enem
izmed stanj ;:

j=(k-Dg+(g-i+)=kg—-i+1, 1<i<gq

N. Zimic 5-13

Strezni sistem M/E /1 (nad.)

* Verjetnost praznega sistema je enaka stacionarni
verjetnosti stanja 0:
Py =7,
* Verjetnost k zahtev v sistemu je vsota verjetnosti vseh

stanj, ki jih zahteve obsegajo:
kg

Dy = Z 7T, k=21
Jj=(k=1)q+1

* V primeru g = 1, je to sistem M/M/1, kjer velja:

p =7, k=0,12,..

N. Zimic 5-14




Strezni sistem M/E /1 (nad.)

* Zastrezni sistem M/E /1 veljajo ravnoteZne enacbe:
7,=0, j<O0
A+quz, =Ar; +qur,,, jzq
Ay = qurm,

» Zaradi velike razlike v indeksih, se sistem resuje s
pomocjo z-transformacije:

P(z)= Zﬂ'jzj
j=0

N. Zimic 5-15

Strezni sistem M/E /1 (nad.)

» Sestejemo vsa stanja od 1 do o in jih pomnozimo z z/:

=

Z(/l+qﬂ)7£jzj = Z/lf[j_qzj +Zq,u7zj+lzj
=] =]

j=1

» [z Cesar sledi:

(/1+q,u)[27rjzj —ﬂOJ = lquﬂ'j_qzj_q +%Zﬂj+lz"“
=]

=0 =

Vsota od ni¢ naprej ;= 0, j<0

N. Zimic 5-16




Strezni sistem M/E /1 (nad.)

Iz prejsnje enacbe sledi:
A+qu)(P(z)-1,) = Az'P(2)+ & (P(2) -7, -
(A+qu)(P(z)-m,)=Az'P(2) Z( (2)~7,—7z)

Ker indeks vsote tece

» Z-transformacija je: od 1 naprej
qu
d /1+61ﬂ—j—q;m

P(z)= 0( z \l — qur,(1-z)

ﬂ+qﬂ_2{zq_% qﬂ++izq+l—(l+qﬂ)z
z
Glej relacijo med verjetnostjo
stanja 0 in 1

N. Zimic iy

Strezni sistem M/E /1 (nad.)

* Vsota po vseh stanjih je 1 ter P(1) = 1:

iﬂ'j =1
j=0

P)=> 7l =1
j=0

» Na osnovi L’Hospitalovega pravila sledi:

P(l):I:M
qu—qA
y7i
r,=1-S=1-
0 1 Y

N. Zimic 5-18




Strezni sistem M/E /1 (nad.)

N. Zimic

Z-transformacija verjetnosti:

qul-p)(1-z)
qu+Az"" = (A+qu)z

P(z)=

Inverzna z-transformacija vodi do stacionarnih verjetnosti
posameznih stanj.

5-19

Strezni sistem M/E /1 (nad.)

N. Zimic

V primeru, ko je stopnja streznika g=1, je z-transformacija:

__uld-p-z) _ (A=-p)d-z)

P (Z ) - 2 - 2

U+ Az =(A+ )z 1+ pz- =1+ p)z

Po poenostavitvi sledi:
1-p
1-pz
Rezultat obratne z-transformacije je stacionarna verjetnost
stanj za model M/M/1:

P(z)=

r,=(1-p)p*, k=0,1,2,..

5-20
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Strezni sistem Eq/M/ 1

* Gostota verjetnosti vhodnega procesa (Erlangovega
procesa stopnje g - E ) je:

q-1 _—qit
a(ry= A" e sy
(g-D!

* Gostota verjetnosti streznega procesa (Markovskega
procesa - M) je:

b(x)=pue™, x>0

N. Zimic

5-21

Strezni sistem E /M/1 (nad.)

* Diagram prehajanja stanj za sistem E /M/1:

g4 g4 9 q4 g4 g4 qd
H H H H H

 Strezni sistem je prazen, ¢e se nahaja v stanjih od 0 do g-1.

* Vsistemu je k zahtev, Ce se sistem nahaja v enem izmed
stanj j:

j=gk+i-1, 1<i<q

N. Zimic

5-22
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Strezni sistem E /M/1 (nad.)

» Verjetnost k zahtev v sistemu je:

g(k+1)-1
b= Z 7z,
J=qk

* Sistem ravnoteZnih enacb za podan sistem je:
qﬂ'ﬂo = ll'l”q

qAT, = qAT; |+ Um 1<j<qg-1

Jjtq?

(qA+m; =qAz,  +UZ,,, q<]

N. Zimic 5-23

Strezni sistem E /M/1 (nad.)

» Z-transformacija verjetnosti je:

P(z)= Zﬂ'jzj
7=0

» Z-transformacija ravnoteznih enacb je:

et . g-! . > . > .
Z (u+qbyr;z’ —Z ur,z’ = Z qAr, z' + Zﬂﬂj+qu
J=1 J=l j=1 J=l
* Rezultat transformacije je

q-1
(1-z7 )z thzj
P(z)= =

qpz" —(1+qp)z* +1

N. Zimic 5-24
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Strezni sistem z nakopi¢enim
prihodom zahtev

» Zahteve prihajajo v skupinah. Verjetnost prihoda skupine
velikosti i je:

g, = P[grupa velikosti ]

* Diagram prehajanja stanj:

Ag; Ag,
g, g,
@ K" u_ W
H H H H
N. Zimic 5-25

StreZzni sistem z nakopi¢enim
prihodom zahtev (nad.)

 Intenzivnost prihajanja zahtev v stanje je:

oo oo

A=2g +Ag,+..=1) g, > g =1
i=1 i=1
+ Sistem ravnoteznih enacb je:

k-1
A+, = Uz, + . wAg, ., k=0

i=0

Am, = unm,

N. Zimic 5-26
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Strezni sistem z nakopiCeno
strezbo

 Strezni sistem z nakopiceno strezbo streze:
— ¢ zahtev z intenzivnostjo u , e je v sistemu ¢ ali ve¢ zahtev,
— zintenzivnostjo u preostanek zahtev, e je le teh ¢ ali manj.

» Diagram prehajanja stanj:

! P A4 A A A
M
i i 1 u 7

N. Zimic

5-27

Strezni sistem z nakopiceno
strezbo (nad.)

» Sistem ravnoteznih enacb je:
A+wr, =purm,,  +Ax,_, k=1
Ay = u(m + 7, +..+ 7))

* Tudi omenjeni sistem ravnoteznih enacb se resuje s
pomocjo z-transformacije.

N. Zimic

5-28
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Strezne enote M/G/1

* Model streznega sistema s Poissonovo verjetnostno
porazdelitvijo na vhodu in splo$no strezbo M/G/1, vsebuje
tudi strezne sisteme: M/D/1, M/Eq/ 1, M/Hq/ 1, M/M/1.

* Pri analizi modela M/G/1 uvedemo Se dve novi
spremenljivki:
— u,: Stevilo zahtev, ki ostanejo v sistemu po izstopu (strezbi)
zahteve z,

— v,: Stevilo zahtev, ki vstopijo v sistem v Casu strezbe zahteve z,

N. Zimic 5-29
\
Strezne enote M/G/1 (nad.)
« Casovni potek strezbe zahteve z, :
’ 4 4
[zstop zahtev Zpa Z, Zp41
b -~ s
'xn 'xn+l
n vn+l o
Cas
I un—l I IEI un+1
Vstop zahtev  Z, Zpn1 Stevilo zahtev v sistemu
po izstopu zahteve
N. Zimic 5-30
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Verjetnost, da je po izstopu (strezbi) zahteve n v sistemu k
zahtev:

Plu, = k]
* V primeru ergodicnosti velja:

U=limu,

n—oo
V=Ilmv,

n—oo

* Iz Cesar sledi stacionarna verjetnost £ zahtev v sistemu:

p. = PlU=k]

N. Zimic 5-31

Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Verjetnost prehoda med dvema stanjema je:

* Verjetnost p;; je verjetnost prehoda, ko zahteva zapusti
sistem. Ker v tem Casu natanko ena zahteva zapusti sistem
in se lahko v, = 0,1,2,... zahtev porodi, velja:

U, zu,—1

n+l1

N. Zimic 5-32
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Verjetnost prehajanj p;; lahko opiSemo z matriko:

+ Kjer je:
e, =Plv,  =k]

N. Zimic 5-33

Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Diagram prehajanja stanj, ki temelji na matriki P:

» Ker je vhodni proces neodvisen, je Stevilo zahtev v,, ki
vstopijo v sistem med strezbo zahteve n, odvisno samo od
intenzivnosti prihoda zahtev A in od Casa strezbe zahteve

X,

N. Zimic 5-34
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Na osnovi zakona o polni verjetnosti sledi:
:P[V:k]:IP[V:k,xSXSx+dx]dx
0

» Pogojno verjetnost lahko zapiSemo:

= TP[V =k, X =x]b(x)dx

_ J’ (/lx) oM b(x)dx

N. Zimic

5-35

Strezne enote M/G/1 (nad.)

« Stevilo zahtev v sistemu po strezbi zahteve n+1 je:

u,,=u,—1+v

n+l?>

u, >0

n+l

=y u =0

n+1° n

un+l

* Zuvedbo funkcije A, sledi:

1 £=123,..

Akzak—l:{o k<0

un+1 = un - Aun + vn+1

N. Zimic

5-36
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Povprecne vrednosti zadnje enacbe so:
E[U]=E[U]-E[A,]+E[V]

» Iz Cesar sledi povprecje prispelih zahtev v Casu strezbe:

* Po definiciji lahko zapiSemo:
E[A,]= ZAkP[U =k]=A,P[U =0]+APU =1]+...
k=0

=0P[U =0]+1P[U >1]=p

N. Zimic 5-37

Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Ker iz prejSnje enacbe ne moremo izracunati E[U],
ravnotezno enacbo kvadriramo:

2

un+l

2 2 2
=u, +A, +v

n+l

—2u,A, —2A, v, +2u,y

u,  n+l n’n+l

» Povprecje prejsnje enacbe je:
0=E[A,]+E[l'*]1-2E[U]-2E[A, B[V ]+ 2E[UE[V]

» Uporabljena pravila:

2 _ —
Aun - Aun H unAun =u,

N. Zimic 5-38
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Iz prejSnje enacbe sledi:

E[V*]-E[V]

E[U]=
Wl=p+=0=

» Povprecno Stevilo zahtev v sistemu je:

Vi-v
2(1-p)

U=p+

N. Zimic

5-39

Strezne enote M/G/1 (nad.)
+ Razliko V>~ 7 lahko izrazimo z z-transformacijo:

V(z) Z

k

V(z) j 8 b(x) dx
0

» Zadnji izraz je Laplaceova transformacija pri s = (4 - 1z):

V(z)=B(A-Az)

N. Zimic

5-40

20



Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Z uporabo Laplaceove transformacije in odvodi z-
transformacije sledi:

(—‘W(Z)j =V =A%
dz ).

2 _ —
[d V(Z)j VT =122
z=1

dz*

» [z Gesar sledi:

_ 2% Aw, =

U=p+ =p , oW, =Ax’
2(1-p) 20-p)"

N. Zimic

5-41

Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Koeficient variacij za strezni proces je:
2

2 _ Yx
C, ==

X

» Enacba za varianco streznega procesa:
ol=x"-X’

X

« U je povpreéno Stevilo zahtev ob izstopu zahteve, kar je
enako povpre¢nemu Stevilu zahtev v sistemu:

— , 1+C2

U=p+ =N
YT

N. Zimic

5.42
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Na osnovi Littlovega pravila, je Cas zadrZzevanja zahteve v
sistemu:
_ _ 1+C
=—=X+pX
A 2(1-p)
« Cas zadrZevanja v ¢akalni vrsti je Gas zadrZevanja zahteve
v sistemu, minus ¢as strezbe:

2
W=T-X=px 1+C Pollaczek-Khinchinova
2(1-p) enacba

N. Zimic 5-43

Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Z-transformacija verjetnosti k zahtev v sistemu je:
U,(2)=) PlU, =k]z'
k=0

U(z)= li_r}gUn(z)

* Iz enacb sledi z-transformacija verjetnosti k zahtev v
sistemu:

U(z) = B(A— Az) (1-p)(1-2) Pollaczek-Khinchinova
B(ﬂ — ﬂz) —z enacba

N. Zimic 5-44
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Primer uporabe enacb za model M/M/1:
2

o Vi
X 1l .
— 1+C 1+1
N:,o+,022 = p+p? -_P
(1-p) 20-p) 1-p

» Cas zadrZevanja v sistemu:

Nl p 1

ll—p:,u—/i

1
p)

N. Zimic

5-45

Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Laplaceova transformacija za eksponentni streznik je:

u u
B(s)= B(A-Azn=—*H
)= A=A = s

» Z-transformacija verjetnosti k zahtev v sistemu je:

o A1

» Inverzna z-transformacija je stacionarna verjetnost stanja
k
T, =(1-p)p

N. Zimic

5-46
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

N. Zimic

Cas zadrzevanja zahteve i v ¢akalni vrsti ¥}, je sestavljen
iz Casa strezbe zahtev v vrsti n in Casa, ki ga potrebuje
zahteva v strezniku za dokoncanje strezbe (7;):

i—1
W=+ 2 x
J=ion Vstop zahteve i

v streznik

v

| X Cas

Vstop zahteve i
Vv vrsto i

5-47

Strezne enote M/G/1 (nad.)

N. Zimic

Povprecje Casa zadrzevanja zahteve v Cakalni vrsti je:

i—1

E[W,1= E[A JE[7]+EL Y x,]

1

Jj=i—-n
W=pR +XN,
W=pR +XIW
w=LE
I-p

R je povprecen Cas strezbe zahteve v strezniku ob prihodu
nove zahteve v sistem.

5.48
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Strezne enote M/G/1 (nad.)

» Graficen prikaz ostanka Casa r(¢) strezbe zahtev v sistemu:

r(1)
Cas
X, X, X, X, X
t

» Povprecen ostanek ¢asa strezbe ob prihodu nove zahteve:

t

[r@)

R, =lim~
t—>o0 t
N. Zimic 5-49

Strezne enote M/G/1 (nad.)

* Povprecen ostanek Casa strezbe ob prihodu nove zahteve:
m(t)

)
X Kjer je m(¢) stevilo zakljucenih
T s ) 2% strezb v Gasu ¢

» Povprecen Cas zadrzevanja zahteve v Cakalni vrsti je:

2 2
W = Ax = px 1+C Pollaczek-Khinchinova
2(1-p) 2(1-p) enacba

N. Zimic 5-50
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StrezZne enote M/D/1

* Iz modela M/G/1 je izpeljan tudi model M/D/1, s
konstantnim ¢asom strezbe, za katerega velja:

- 2 2
x=x, x=x", C =0

* Iz zgornjega izraza sledi:

Ax? Ax?
= T'=x+
2(1-p) 2(1-p)
2.2 2.2
= A'x N=p+ A'x
2(1-p) 2(1-p)

N. Zimic

5-51

Distribucija ¢akalnega ¢asa za
sistem M/G/1

« Casovni potek strezbe zahteve z, :

xn Z:l
Streznik L Cas
z
Vrsta z
vn
» Z-transformacija Stevila zahtev, ki vstopijo v Casu strezbe

zahteve, je:
V(z)=B(A-Az)

N. Zimic

5-52
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Distribucija ¢akalnega Casa za
sistem M/G/1 (nad.)

« Casovni potek strezbe zahteve z:

w X, z

Streznik L Cas

Vrsta

A
z, ~"
q,
» V Casu zadrZevanja zahteve v sistemu v vrsto vstopi g
zahtev, zato iz podobnosti s prej$njo enacbo sledi:

=S(A1-A Laplaceova transformacija
I

N. Zimic

5-53

Distribucija ¢akalnega ¢asa za
sistem M/G/1

* [z Pollaczek-Khinchinove enacbe sledi:

S(A=Az)= B(A—Az)A=PN1=2)

B(A-Az)-z
* Pris=4-1z je:
_ (1-p)1-z)
S(s)=B(s) B(s)—2

N. Zimic

5-54
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Distribucija ¢akalnega Casa za
sistem M/G/1

e Zuporabo z=1-s/A sledi Laplaceova transformacija
porazdelitvene funkcije ¢asa zadrzevanja zahteve v sistemu:

S@):B@)Z§%§§§:;:ZK@WK@
e

Streznik  Cakalna vrsta

» Laplaceova transformacija porazdelitvene funkcije ¢asa
zadrZevanja v vrsti:

sy =)
AB(s)—A+s

N. Zimic 5-55

Strezni sistem G/M/1

» Sistem G/M/1 lahko opazujemo kot dualen sistemu M/G/1.
* Vhodni proces mora biti statisti¢no neodvisen (GI).
* Vhodni proces N(¢) ni Markovski.

* Verjetnost stanja & v sploSnem ne pomeni verjetnosti k
zahtev v sistemu.

* Verjetnost k zahtev v sistemu tik pred prihodom nove
zahteve je:

r,=(1-0)c", k=0,1,2,...

N. Zimic 5-56
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Strezni sistem G/M/1 (nad.)

» Spremenljivka ¢ je podana z enacbo:
o=A(u—uo), 0<o<l

» Pri ¢emer je A Laplaceova transformacija porazdelitvene
funkcije medprihodnega casa v tocki (u - au).

» Verjetnost k zahtev v sistemu je:

Yo k=1,2.3,... V primeru, ko je vhodni proces
Py = Poissonov, je verjetnost k zahtev v
1- P k=0 sistemu ob prihodu nove zahteve r,
enaka verjetnosti, da je v sistemu &k
zahtev (p,)
N. Zimic 5-57

Strezni sistem G/M/1 (nad.)

» Povprecno Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti:

- - o
N, = zkpk+1 Zka(l—O')o'k =22
=0 =0 l-o
* Povprecno $tevilo zahtev v sistemu:

< p
N=kp =L
kzz(; " 1-0o

* Povprecen Cas v vrsti in sistemu:

N. Zimic 5-58
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Strezni sistem E,/M/1

» Laplaceova transformacija za E, je:

(4]

» Iz enacbe za splosni sistem G/M/1 sledi:

ﬂ, 2
S .
U—uo+ A

+ Resitev enacbe, ki ustreza pogojem in pri vhodni
intenzivnosti A/2:

G_1+4p—,h+8p
2

N. Zimic 5-59

Strezni sistem E,/M/1 (nad.)

» Povprecno Stevilo zahtev v sistemu E,/M/1 je:

P _ 2p

N = =
(I-0) 1-4p+.J1+8p

+ Povprecen ¢as zadrzevanja zahteve v sistemu E,/M/1 je:

P N_ 1 2
A ul-0) u(d-4p+1+8p)

N. Zimic 5-60
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Strezni sistem G/G/1

» Zamodel G/G/1 ni natan¢nega izracuna, ampak samo
zgornja meja.

* Ocena povprecnega Casa zadrzevanja zahteve v sistemu:
2 2
P Ao, +0;)
2(1-p)
* Ocena povpre¢nega Stevila zahtev v sistemu:
A(o] +07)
2(1- p)

N. Zimic 5-61

<p+

Strezni sistem G/G/m

» Zamodel G/G/m prav tako ni natancnega izracuna, ampak
samo zgornja meja.

» Ocena povprecnega Casa zadrZzevanja zahteve v sistemu:

2
/l(of + 9 J
_ m
T<x+———=
21-p)
* QOcena povprecnega Stevila zahtev v sistemu:
2
A (0'2 + 9 J
_ " om
N<mp+——=
2(1- p)
N. Zimic 5-62
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Zaporedna vezava streznikov

» Zaporedna vezava n streznikov:

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti zaporedne
vezave streznikov:

B(s)= B,(5)B,(5) B, ()

N. Zimic 5-63

Zaporedna vezava streznikov
(nad.)

* V primeru, ko so zaporedno vezani strezniki z eksponentno
verjetnostno porazdelitvijo, je Laplaceova transformacija
gostote verjetnosti:

B(S): ﬂl /’lZ /'ln
St s+, StA,

* V primeru g zaporedno vezanih enakih streznikov:

ot

N. Zimic 5-64

32



Zaporedna vezava streznikov
(nad.)

» Koeficient variance veliko pove o naravi strezbe:

» Koeficient variance za streznik z eksponentno verjetnostno
porazdelitvijo:

Cx:l/Tﬂ:l/_ﬂzl
x u

N. Zimic 5-65

Zaporedna vezava streznikov
(nad.)

* V primeru, kjer je g zaporedno vezanih enakih streznikov z
eksponentno verjetnostno porazdelitvijo, je koeficient
variacij:

1

o a1

. =—x<1

Ja

1
y7i

N. Zimic 5-66
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Paralelna vezava streznikov

» Paralelna vezava dveh streznikov:

o1ty
P Ul
— pitp, =1
)2} Yon\
@2

» Gostota verjetnosti je:
b(x) = pb,(x)+ p,b,(x)
* In Laplaceova transformacija gostote verjetnosti:

B(s) = p,B,(s)+ p,B,(s)

N. Zimic

5-67

Paralelna vezava streznikov
(nad.)

* V primeru paralelne vezave dveh streznikov z eksponentno

verjetnostno porazdelitvijo:
b(x) = pe ™ + pyp,e™, x20

B(s)= p——+ p, 22
S+, S+ 4,
* V primeru g paralelno vezanih streznikov:

q9
bx)=Y pae™, x20
i=1

B(s)=3 p, 2

- STU,

N. Zimic

5-68
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Paralelna vezava streznikov
(nad.)

» Koeficient variacij za g paralelno vezanih streznikov je:

N. Zimic 5-69

MeSana vezava streznikov

» Mesana vezava streznikov tipa M:
1 2 n

o) (a
1 2

B$)=3p, (—S T J

N. Zimic 5-70
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Verizna vezava streznikov

* Verizna vezava streznikov tipa M:

» Laplaceova transformacija gostote verjetnosti verizne
vezave streznikov:

B(s)=a,+ Zr:amll[bj ad
i=1

a1 StTHU;

N. Zimic 5-71
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StreZne mreze

N. Zimic

N. Zimic 6-1

Zdruzitev Poissonovih procesov

» Zdruzitev procesov z Poissonovo verjetnostno
porazdelitvijo vodi do Poissonovega procesa:

A

A, AFA,+ 44,
: 3+)
A,

» Z-transformacija Poissonovega procesa je:

P(Z) — e—ﬁt(l—z)

N. Zimic 6-2




Zdruzitev Poissonovih procesov
(nad.)

Zdruzitev procesov s Poissonovo verjetnostno
porazdelitvijo vodi do konvolucije v casovnem prostoru,
oziroma do produkta v frekvencnem prostoru:

P(2)= R(2)P,(2):+ By () = e #2000 ra

P(Z) — e_(/7~1 +h+ e+ A)t(1-z)

+ Kar je Poissonov proces z intenzivnostjo A:

A=A+ A4+ )

N. Zimic

Razdruzitev Poissonovih
procesov

* Razdruzitev procesov s Poissonovo verjetnostno
porazdelitvijo vodi do Poissonovih procesov:

q,4
: g4

* Pri Cemer je gostota verjetnosti i-tega procesa:

b.(x) =g e "

N. Zimic




Verjetnostna porazdelitev na
izhodu streznika M/M/1

» Streznik z gostoto verjetnosti na vhodu a(?), strezbo b(x) in
na izhodu d(?):

U
[ d(t)

A,
“ b(x)

» Ko prihajajo¢a zahteva naleti na zaseden streznik, je
izhodna verjetnostna porazdelitev enaka verjetnostni
porazdelitvi strezbe:

D(s) = B(s)

N. Zimic

6-5

Verjetnostna porazdelitev na
izhodu streznika M/M/1 (nad.)

* Ko prihajajoca zahteva naleti na prost streznik, je izhodna
verjetnostna porazdelitev odvisna od vhodne verjetnostne
porazdelitve in verjetnostne porazdelitve strezbe:

D(s)= A(s)B(s) = ﬁﬁ

* Verjetnost prazne enote je 1-p, iz Cesar sledi Laplaceva
transformacija gostote verjetnosti na izhodu streznika:

D(s) = (1~ p)A(s)B(s) + pB(s)

N. Zimic

6-6




Verjetnostna porazdelitev na
izhodu streznika M/M/1 (nad.)

* Sledi:
D(s)=B(s)((1—p)A(s)+p):B(s)((l_ij A _,_ij
U)s+A u
_ M= +sA+ A7

* Iz Cesar sledi, da je izhodna verjetnostna porazdelitev
enaka vhodni Poissonovi porazdelitvi:

D(s) = - (ﬂ(s+,u)j: A — A(s)
stu\u(s+A)) (s+A4)

N. Zimic 6-7

Serijska vezava dveh streznih
enot

» Serijska vezava dveh streznih enot:

U
A LA
— |11 [T

NN

» (Cas zadrZevanja zahteve v obeh streznikih in varianca je:

M,

]}2 = T; (/1) + T2 (ﬂ) T,(4,) inT,(4,) sta povpretna
) ) ) Casa zadrzevanja zahteve v
Orin =0y A+ O, A prvem,koziroma drugem
strezniku

N. Zimic 6-8




Paralelna vezava dveh streznih
enot

» Paralelna vezava dveh streznih enot;:
)28

A
A [
~ 5D

* Vhodna intenzivnost se razdeli na dva dela:

A=A +4,

N. Zimic 6-9

Paralelna vezava dveh streznih
enot (nad.)

* Verjetnost, da gre zahteva na prvo, oziroma drugo strezno
enoto je:

2’1
pl_ﬂ,’ pz_

* Povprecen Cas zadrZzevanja zahteve v streznikih je:

T,(4,) inT,(4,) sta povpretna

T, =pT ( /'Ll) +p,T, ( /12) Casa zadriievanja zahteve v
prvem, oziroma drugem
strezniku

N. Zimic 6-10




Strezna enota z delno vrnitvijo
zahtev v strezbo

» Strezna enota z delno vrnitvijo zahtev v strezbo:

A A

P p

p p
y7j
Al A A Al A
A0 LCSE DA

* Intenzivnost prihajanja zahtev na vhodu strezne enote je:

A =A+4,
* Povratna intenzivnost je:
A,=Ap
N. Zimic 6-11

Strezna enota z delno vrnitvijo
zahtev v strezbo (nad.)

* Iz Cesar izhaja notranja intenzivnost:

A
A =2
I-p
» Cas zadrZevanja v strezni enoti je:
T( A ) =T A Povecana vhodna intenzivnost
1 1-— p strezne enote

* Celoten cas zadrzevanja je:

A
T —
T (ﬂl) 1- p Zahteva se vraCa v strezno
= 1—p = 1-p enoto

N. Zimic 6-12
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StrezZne mreze

* Na prejsnjih prosojnicah je bilo pokazano, da je izhod
strezne enote M/M/1 proces z Poissonovo verjetnostno
porazdelitvijo.

* V primeru strezne enote M/M/m je izhod prav tako proces
s Poissonovo verjetnostno porazdelitvijo z intenzivnostjo 4
Omenjena trditev velja le v primeru strezne discipline prvi
pride, prvi je postrezen (FCFS).

N. Zimic

6-13

Strezne mrezZe (nad.)

* Primer streZne mreze:

N. Zimic




StreZzne mreZe (nad.)

+ Strezna mreza vsebuje N streznih enot z intenzivnostjo
strezbe ;.

* Intenzivnost porojevanja zahtev na vhodu posamezne
streZne enote je A,.

* Verjetnost prehoda zahteve iz enote i v enoto j je ;.
* Verjetnost, da zahteva iz enote i zapusti strezno mrezo je:

N
b; =1_Zr}j

J=1

N. Zimic

6-15

Strezne mrezZe (nad.)

* Intenzivnost prihajanja zahtev v enoto i je:

N Ce strezna enota ni v nasi¢enju,
ﬂi =7+ E /?*j’”ﬁ je izhodna intenzivnost enaka
J=1 vhodni intenzivnosti

* Da je sistem ergodi¢en mora veljati, da je intenzivnost na
vhodu posameznega streznika manj$a od intenzivnosti
strezbe:

A, <mu,

N. Zimic




StreZzne mreZe (nad.)

» Ce so vse vhodne intenzivnosti y, = 0 je to avtonomna
zaprta ali zakljucena strezna mreza.

* V primeru, da je v strezbi samo en tip zahtev, je to
homogena strezna mreza, sicer je strezna mreza
nehomogena.

» Strezni sistem se opise z vektorjem populacije zahtev, kjer
posamezen element vektorja vsebuje Stevilo zahtev v
strezni enoti:

k=K ky,....ky)

N. Zimic 6-17

Strezne mrezZe (nad.)

* Pri analizi tak$nih streznikov se predpostavlja statisticna
neodvisnost:

(k) =7n(ky,ky,.... k) =7, (k)7 (k,)..t\ (ky )
* V primeru, da je v strezni mrezi K zahtev, mora veljati:

niso enostavno statisti¢no neodvisna

N
K = z k. Iz omenjenega izraza izhaja, da stanja
1
i=1

« Stevilo razli¢nih vektorjev, oziroma stanj v sistemu je:
N+K -1
M =
N-1

N. Zimic 6-18




StreZzne mreZe (nad.)

» Normalizacijska konstanta za strezno mrezo, kjer je 4
mnozica vseh moznih stanj mreze pri K zahtevabh, je:

G(K)=Z[[E<k,-)

» F (k) je funkcija, ki je v relaciji z verjetnostjo k; zahtev v
strezniku 7, pri intenzivnosti prihajanja zahtev e;:

k; N . “ .

F ( k ) _ e 44j) je intenzivnost strezbe i-te
i\"Vi) strezne enote, ¢e je v njej
AR VACT AT abee

« Ce v strezni enoti ni zahtev, velja F/(0)=1.

N. Zimic 6-19

Strezne mrezZe (nad.)

* Verjetnost, da je strezna mreza v stanju k = (k,,k,,...,ky):

B k)E (k). Fy (ky)

= G(K)

» Normalizacijska konstanta za K-k elementov, kjer je vsaj
en element v strezni enoti i:

EMGK ~k~1)
* Normalizacijska konstanta, kjer ni nobenega elementa v
strezni enoti i

G(K —k)- F()G(K —k—1)

N. Zimic 6-20
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StreZzne mreZe (nad.)

* Verjetnost, da je v strezni enoti i k zahtev, je:

G(K —k)- F()G(K —k—1)

7,(k) = F(k) oo

* Po definiciji je normalizacijska konstanta, ko je Stevilo
elementov v strezni mrezi manjSe od ni¢, enaka ni¢:

G(h)=0, h<0

N. Zimic

6-21

Strezne mrezZe (nad.)

» Zaizratun G(k) se lahko uporabi konvolucijski algoritem,
kjer indeks j pomeni $tevilo streznih enot:

G,(k)=G, (k) +y,G,(k-1)

» Povprecno Stevilo zahtev v strezni enoti je:

Ni =§kﬂi(k)
Ni :ikﬂ(k) G(K—k)—g;((;{))G(K—k—l)

N. Zimic

11



Primer strezZne mreze

* Podan je sistem s tremi streznimi enotami M/M/1. Kak$na
je verjetnost da je v prvem strezniku ena zahteva, Ce sta v
sistemu dve zahtevi?

U
4,
sk, <>

» Stevilo stanj v strezni mrezi je:

[N+K—1J [3+2—1J (4} 4
M: = = :—:6
N-1 3-1 2) (4-2)12!

N. Zimic

6-23

Primer strezne mreZe (nad.)

* Diagram prehajanja stanj:

a - strezna enota 1
b - strezna enota 2
¢ - streZzna enota 3

N. Zimic

12



Primer streZzne mreZe (nad.)

» Ravnotezne enacbe:
4,7(2,0,0) = u,7(1,1,0)
4,7(0,2,0) = u,72(0,1,1)
1,7(0,0,2) = p,7(1,0,1)
ur(1,1,0)+ u,7(1,1,0) = 1,7(0,2,0) + 1,7(1,0,1)
U, (0,1,1) + ,77(0,1,1) = 4£,7£(0,0,2) + 1,72 (1,1,0)
w7r(1,0,1) + 1, 70(1,0,1) = p,72(0,1,1) + p£,72(2,0,0)

N. Zimic 6-25

Primer strezne mreZe (nad.)

» Resitev sistema enacb:

2
U

7(1,0,1) = ﬂ;z(z, 0,0) 7(0,0,2) =~—-7(2,0,0)

3

3

_H )
7(1,1,0)=—7(2,0,0) 7(0,2,0)="L-7(2,0,0)

2 2

,IJ2
7(0,1,1) = 7(2,0,0)

Mol

2 2 2 -1
”(29090):(1+ﬂ+&+ﬂ_1+ﬂ_12+1u_12j
My, Wy WLl [y

N. Zimic 6-26
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Primer streZzne mreZe (nad.)

* Verjetnost ene zahteve v prvi strezni enoti je:

7(1) =7(1,1,0)+7(1,0,1) = (ﬂ+ﬁj 7(2,0,0)
2 3
ot
()= T
I R
s s W,

N. Zimic 6-27

Primer strezne mreZe (nad.)

* Funkcije F(k) za podani sistem so:

FE()=—, F@)=—
U

| HH,
1 1
F,()=—, F(2)=
P MU,
1 1
F()=—, F((2)=
My Ml

* Mnozica vseh stanj v strezni mreZi je:
A=4(0,0,2),(0,2,0),(2,0,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}

N. Zimic 6-28
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Primer streZzne mreZe (nad.)

» Normalizacijska konstanta G(2) je:

N
G(K)=Y [1# k)
ked i=1
G(2):L2+L2+L2+ ! + ! + !

Hy My W i WM, A,

* In normalizacijska konstanta G(1) je:

G(l):i+i+i

M H, U

N. Zimic 6-29

Primer strezne mreZe (nad.)

* Verjetnost ene zahteve v prvi strezni enoti:

7,0)=F0)ZED-AD6O) _ gy GO-AD
G(2) G(2)
_ry 25O
z (1) =F (1) o)
M B
()= Hy l213 —
1+&+&+ﬂ71+1u712+;u712
Hy, Hy Wiy Hy

15



Modeli procesiranja

N. Zimic

N. Zimic 7-1

Prioritete procesiranja

» Strezna disciplina je nacin, ki doloca, katera zahteva se bo
naslednja procesirala. Odlocitev o procesiranju lahko
temelji na naslednjih pogojih:

— na neki meri, ki je v relaciji s casom prihoda v ¢akalno vrsto,

— na neki meri, ki temelji na potrebnem ¢asu za procesiranje prispele
zahteve, oziramo na Casu, ki ga je zahteva Ze prejela,

— na osnovi pripadnosti grupam.

* Pripadnosti grupam pogosto vodijo do prioritet
procesiranja.

N. Zimic 7-2




Prioritete procesiranja (nad.)

*  Najbolj pogoste strezne discipline so:
FCEFS - kdor prvi pride je prvi postrezen,
LCFS - kdor zadnji pride je prvi postrezen,
SJF - najkrajsi posel je prvi postrezen,

LJF - najdaljsi posel je prvi postrezen,

wokh W=

HOL - na zacetek vrste (v prioritetnem sistemu)

*  Prioritete so opisane s prioritetnimi razredi (P). Indeks
p=1,2,....,P pomeni prioriteto, kjer vi§ja Stevilka pomeni
vi§jo prioriteto.

*  Locimo dve vrsti prioritet: prekinitveni in neprekinitveni.

N. Zimic 7-3

Prioritete procesiranja (nad.)

»  ZasploSen sistem M/G/1 velja, da je verjetnostna
porazdelitev za prioritetni razred p Poissonova z
intenzivnostjo 4,.

*  Vsaka zahteva prejme Cas procesiranja x, porazdeljenega
po porazdelitveni funkciji B(x).

* Velja:
P
lzz/ip
p=1
_ &4,
xzszxp

—_

p=

N. Zimic 7-4




Prioritete procesiranja (nad.)

* Velja:

*  Povprecni Cas zadrzevanja zahteve p v strezni enoti je:
T,=W,+x,

[Wp = E(Cas zadrzevanja zahteve s prioriteto p v ¢akalni vrsti) }

T, = E(Cas zadrZevanja zahteve s prioriteto p v strezni enoti)

N. Zimic 7-5

Neprekinitveni model
procesiranja

»  Zaneprekinitveni model procesiranja velja, da zahteva z
vi$jo prioriteto ne prekine strezbe zahteve z nizjo
prioriteto. Cas prebivanja zahteve s prioriteto p v ¢akalni
vrsti je sestavljen iz:

—  Casa, da se postreze zahteva, ki je trenutno v strezniku

— Casa, da se postrezejo zahteve z vi§jimi in enakimi prioritetami,
ki so v ¢akalni vrsti,

— Casa, da se postrezejo zahteve visjih prioritet, ki so prisle v vrsto
med ¢akanjem opazovane zahteve.

+  Cas strezbe zahteve, ki j je trenutno v strezniku je:

¥ lx

X.
Wo = Z'o’z—_,‘=1 2

N. Zimic 7-6




Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

* N, jeStevilo zahtev prioritet £, ki so v sistemu ob prihodu
zahteve s prioriteto p in so postrezene pred opazovano
zahtevo,

* M, je stevilo zahtev prioritete i, ki vstopijo v sistem v
casu Cakanja opazovane zahteve in so postrezene pred
opazovano zahtevo.

+  Sledi:

fﬁ?ﬁ +M,)
i=1

N. Zimic 7-7

Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)
*  Sistem HOL (Head Of Line):

Lot e Lot [P O

A

P

 ZaHOL velja:

N,=0, i=12,.,p-1
=0, i=1,2,..,p
N,=A4W, i=p,p+l..P
M, =AW, i=p+1l,p+2,.,P

ip 17 p?

=

N. Zimic 7-8




Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

o Sledi:
P P
W, =Wyt 2 5AW,+ 3 T AW,
i=p i=p+l
* Enacba Casa zadrZzevana zahteve v ¢akalni vrsti za sistem
HOL:
P
Wy+ D PV,
i=p+1
Wp =—1;+ , p=1,2,..,P
1- Z pi
i=p
N. Zimic 7-9

Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

«  Cas ¢akanja v vrsti za zahteve z najvigjo prioriteto (P):

W, = u
1-p,

«  Cas ¢akanja v vrsti za zahteve s prioriteto P-1:

_ Wy
(I=pp)A=pp=Ppy)

P-1

N. Zimic 7-10




Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

* Enacba se resuje rekurzivno. Za poenostavitev zapisa se
uvede delna uporabnost:

P
u,= Z Pi
i=p
* Sledi enacba Casa zadrZzevana zahteve v ¢akalni vrsti za

sistem HOL:

_ w,
WP‘(l—u Yi-u,,)
P p+l

p=L12,.,P

N. Zimic 7-11

Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

*  QGraf na naslednji prosojnici prikazuje normirane ¢ase
Cakanja zahteve v vrsti W, /X v odvisnosti od faktorja
uporabnosti p. Primer prikazuje sistem s petimi
prioritetnimi razredi, katerih verjetnostna porazdelitev je
eksponentna.

*  Vhodne intenzivnosti posamezne prioritete so enake:
/’LP = g
* Zaprimerjavo je prikazan tudi ¢as ¢akanja v c¢akalni vrsti
za model M/M/1.

N. Zimic 7-12




Neprekinitveni model
procesiranja (nad.)

12

p=1 M/M/1/ p=

=

of

Normaliziran cas cakanja v vrsti
(=2

o

0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
N. Zimic Faktor uporabnosti p 7-13

Prekinitveni model
procesiranja

»  Zaprekinitveni model procesiranja velja, da zahteva z
vi§jo prioriteto prekine strezbo zahteve z nizjo prioriteto.
Cas prebivanja zahteve (p) v strezni enoti je sestavljen iz:

— povprecnega Casa procesiranja zahteve prioritete p

— ostanka procesorskega Casa delezev zahtev vi§jih prioritet, ki so
Ze v sistemu:

P/’i’i;
25

(1-u,)

N. Zimic 7-14




Prekinitveni model
procesiranja (nad.)

— Casa procesiranja zahtev, ki pridejo v sistem v ¢asu procesiranja
opazovane zahteve:

ZP: piTP - ZP: fi/liTp
i=p+1 i=p+1

* (Cas zadrZevanja zahteve s prioriteto p v strezni enoti je:

P /1‘_2
25 .
T, =X, +—2——+> pT,

g g (1_”p) i=p+1

N. Zimic 7-15

Prekinitveni model
procesiranja (nad.)

* Iz predhodne enacbe se izrazi ¢as zadrzevanja zahteve s
prioriteto p v strezni enoti:

_ LAy
xp(l—up)+z :
i=p 2

P (-uy)(-u,,)

N. Zimic 7-16




Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem cCasa

N. Zimic

Model rac¢unalniskega sistema z dodeljevanjem Casa:

A

P

A2 T g

Pri dodeljevanju ¢asa zahteva v strezniku prejme delez
procesiranja g,,, in se po tem delno obdelana ponovno vrne
v ¢akalno vrsto:
— 4, delez Casa procesiranja, ki ga zahteva prioritete p prejme ob n-
tem vstopu v streznik.

V primeru brez prioritet je delez ¢asa procesiranja g,,, = g,,.

7-17

Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem Casa (nad.)

N. Zimic

Nacin dodeljevanja Casa je doloCen z na¢inom razporejanja
zahtev in delno postrezenih zahtev v Cakalni vrsti.

Cas zadrZevanja v sistemu je:
T(x)=W(x)+x

Pri Cemer je x Cas strezbe zahteve (koristni Cas).

W(x) Cas zadrzevanja zahteve v Cakalni vrsti (nekoristni
cas):

W(x)=T(x)—x

7-18




Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem ¢asa (nad.)

N. Zimic

Pogojna porazdelitev ¢asa zadrzevanja zahteve v sistemu

je:

S(y|x)=P[Y < y| X =x]

— Yje slucajna spremenljivka ¢asa zadrZevanja zahteve v sistemu
— Xje slucajna spremenljivka Casa procesiranja zahteve.

Definirajmo:
— N(x) = povprecno Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti, ki so prejeli ¢as
procesiranja x,
— n(x) = povprecna gostota zahtev v sistemu, ki so prejeli ¢as
procesiranja x.

7-19

Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem ¢asa (nad.)

N. Zimic

Za sistem, kjer je delez ¢asa procesiranja g,> 0 velja, da je
zahteva v n delnih procesiranjih v strezniku prejela strezni
cas:

0, = zqz'
i=1

Vsaka zahteva, ki je prejela O, , <x < 0, streznega Casa, je
v sistemu ¢akala W(x) Casa:

W(x)=w(Q,)

7-20
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Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem ¢asa (nad.)

* Povratna intenzivnost prihajanja zahtev v sistem 4, je
odvisna od porazdelitvene funkcije strezbe:

A, = A1 - B(x)]

» (Cas prebit v ¢akalni vrsti med dvema procesiranima je:

W(Q,)—W(Q,_,), kar po Littlovem pravilu daje Stevilo
zahtev v Cakalni vrsti v n-tem koraku procesiranja:

N(Q,) = All=B(X)IW(Q,)-W(Q,,))

N. Zimic

7-21

Racunalniski sistemi z
dodeljevanjem Casa (nad.)

* V limitnem procesu, ko gre delez procesiranja g, proti nic,
sledi:

dW (x)
dx

n,(x)=A[1-B(x)]

» Z upostevanjem celotnega ¢asa prebitega v sistemu 7(x),
dobimo celotno Stevilo zahtev v sistemu, ki so prejele
delez procesiranja x:

dT(x)

n(x)=A[1-B(x)] 0

N. Zimic

7-22
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Model paketnega
procesiranja

* Model paketnega procesiranja:

A2 T g

» Ko se zahteva delno postreze, se vrne v glavo ¢akalne vrste
in se ponovno vrne v strezbo. Ker zahteva prejme celoten
Cas procesiranja po delih brez prekinitev, je mozna
primerjava z modelom M/G/1.

» Cas zadrZevanja v sistemu je vsota vseh streznih ¢asov
zahtev pred opazovano zahtevo ter strezba opazovane

zahteve.
N. Zimic 7-23

Model paketnega
procesiranja (nad.)

» (as zadrzZevanja v sistemu je:

T(x)= il +x wo=22
I-p )

» Ker ¢as zadrZevanja v ¢akalni vrsti W(x) ni odvisen od Casa
strezbe x, sistem ni diskriminacijski glede na ¢as strezbe.

2
W= o A
lI-p 2(1-p)
N. Zimic 7-24
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Model “Round Robin”

Model z dodeljevanjem casa “Round Robin™:

AZ ST g

» Zahteva se delno postreze in ponovno vrne v ¢akalno vrsto.

* Vsaka zahteva prejme enak delez procesiranja.

« Ce je n(x) povpretna gostota zahtev, ki so prejele ¢as
procesiranja x, potem je povprecna gostota zahtev po ¢asu
AX:

n(x+Ax) =n(x)[1—u(x) Ax]+o(Ax)

N. Zimic

7-25

Model “Round Robin”
(nad.)

* Rezultat limitnega procesa (Ax—0) je:

A 3yt
X

* Resitev diferencialne enacbe je:
n(x) =n(0)[1-B(x)]
» Zupostevanjem sploSne enacbe za dodeljevanje Casa sledi:

dT(x) _ n(0)

dx A

N. Zimic

7-26
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Model “Round Robin”
(nad.)

+ Ker je 7(0)=0, sledi:
n(0)
T(x)=—7"x
(x) 7
« Ce opazujemo zahtevo za katero velja x—oo, se bodo vse
ostale zahteve postregle pred njo. Zato velja enacba za

prekinitveni sistem z disciplino razporejanja v ¢akalni vrsti
HOL:

T(x)=X4=P)+ W,

(1-p)*

N. Zimic

7-27

Model “Round Robin”
(nad.)

* V limitnem procesu x—o je:

* Iz podane enacbe se izracuna n(0). Povprecen ¢as
zadrzevanja zahteve v sistemu RR je:

X
I-p
* Povprecen Cas zadrZzevanja zahteve v vrsti:

px

T(x)=

W(x)=

1

N. Zimic

7-28

14



Model “Round Robin”
(nad.)

N. Zimic

Cas zadrzevanja v strezni enoti je linearno odvisen od
streznega Casa.

Cas zadrzevanja v strezni enoti je neodvisen od
porazdelitvene funkcije strezbe B(x). Cas je odvisen samo
od faktorja uporabnosti strezne enote:

p=Ax
Cas zadrzevanja v ¢akalni vrsti je linearno odvisen od ¢asa
strezbe:

W(x) _

P
X I-p

7-29

Model “LCFS”

N. Zimic

Pri modelu “LCFS” nova zahteva prekine zahtevo, ki je
trenutno v strezniku in jo postavi v glavo Cakalne vrste. Ko
se konca strezba trenutne zahteve, pride na vrsto zahteva v
glavi ¢akalne vrste:

i
Az 4

Cas zadrzevanja v sistemu je sestavljen:
— Casa strezbe na strezniku,

— Casa prebivanja v ¢akalni vrsti.

7-30

15



Model “LCFS” (nad.)

» Cas Cakanja v Cakalni vrsti je odvisen od:
— Stevila zahtev, ki bodo prispele v ¢asu strezbe opazovane zahteve,

— povpreénega Casa strezbe zahteve, ki vstopijo v strezno enoto med
prebivanjem opazovane zahteve v sistemu.

W(x)=Ax

« Cas zadrzevanja zahteve v sistemu je enak kot pri modelu
RR:

x
I-p

N. Zimic 7-31

T(x)=

Model procesiranja z
ospredjem in ozadjem

* Model procesiranja z ospredjem in ozadjem temelji na
dodeljevanju Casa.

» Favorizira programe, ki zahtevajo krajsi cas procesiranja.
» Sestavljen je iz dveh ¢akalnih vrst:

— cakalno vrsto za novo prispele zahteve,
— cakalno vrsto za delno obdelane zahteve.

L'\HH ’

A,z ’

— |1l

N. Zimic 7-32
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Model procesiranja z
ospredjem in ozadjem (nad.)

* Novo prispela zahteva se procesira delcek casa in se
postavi v drugo ¢akalno vrsto.

* V drugi ¢akalni vrsti so zahteve urejene po prejetem casu
procesiranja. Zahteva, ki je prejela najmanjsi delez
procesorskega Casa, je prva v vrsti za procesiranje.

* Na opazovano zahtevo s streznim ¢asom x vplivajo samo
tiste zahteve, ki so prejele delez procesiranja, ki je manjsi
od x. Porazdelitvena funkcija strezbe je:

B(y), y<x
1, y=Xx

B.(y) ={

N. Zimic 7-33

Model procesiranja z
ospredjem in ozadjem (nad.)

* N-ti moment streZnega casa je:

x! = [ y"dB(y)+x"[1- B()]

» Faktor uporabnosti je:
p, = AX,
» Ko gre ¢as proti neskon¢nosti velja:

E — xn pw = p
* Z uporabo modela M/G/1 in discipline FCFS velja:
Ax?

X

W=
21-p,)

N. Zimic 7-34

17



Model procesiranja z
ospredjem in ozadjem (nad.)

» Celoten Cas prebivanja zahteve v sistemu je:

T(x)=W_+x+ AT (X)X,

N

c Iz Zzgornje enacbe sledi: Potreben cas strezbe za vse
zahteve, ki vstopijo v sistem v
W +x Casu zadrzevanja opazovane
T(x)= 1 - zahteve v sistemu

X

N. Zimic 7-35

Model za sebi¢no
procesiranje

* Model za sebi¢no procesiranje je sestavljen iz dveh delov:
— cakalne vrste (FCFS), v katero vstopajo zahteve,
— strezne enote, ki deluje po sistemu dodeljevanja ¢asa (RR).

,
A2 T—T—O—%
%f—j%f—)

Cakalna vrsta  Cakalna vrsta
FCFS RR

N. Zimic 7-36
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Model za sebi¢no
procesiranje (nad.)

* Model sestavljajo dva faktorja poveCevanja prioritet:
— a - faktor povecevanja prioritete v vrsti FCFS
— b - faktor povecevanja prioritete v vrsti RR

* Prioriteta zahteve je produkt Casa prebitega v ¢akalni vrsti
in faktorja povecevanja prioritete.

* Ko se prioriteta zahteve v ¢akalni vrsti FCFS izenaci s
prioriteto zahtev v ¢akalni vrsti RR, se zahteva premakne v
vrsto RR.

* Smiselni faktorji prioritet so:

0<bh<a

N. Zimic

7-37

Model za sebi¢no
procesiranje (nad.)

» Slika prehajanja zahtev v vrsto RR:

Prioriteta

N. Zimic

7-38
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Model za sebi¢no
procesiranje (nad.)

» Na osnovi slike sledi enacba:

_b L 1,
Y2\ 2

P

* Notranja intenzivnost in faktor uporabnosti sta:

b
ﬂp = /1(1-;}

N. Zimic

7-39

Model za sebi¢no
procesiranje (nad.)

» Na osnovi Laplaceove transformacije sledi enacba Casa
zadrzevanja zahteve v sistemu:

T(x) :%TFCFS()C)'i_(I_ lb/a JTRR(-X)

P P

* V primeru 0<a=b je to Cisti FCFS sistem, v primeru ko je
b=0 je to Cisti RR sistem.

N. Zimic

7-40
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Model za sebi¢no
procesiranje (nad.)

» Graf zadrzevanja zahteve v ¢akalni vrsti W(x) v odvisnosti
od Casa strezbe x:

W(x) RR b/a=0
FCFS bl/a=1
X
N. Zimic 7-41

Model multiprogramiranja

* Model multiprogramiranja sestavlja centralna procesna
enota in vhodno-izhodne enote. V sistemu se nahaja M
enot (vklju¢no z CPE) in K programov (zahtev).

P, @
p3 @
Pu

N. Zimic 7-42
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Model multiprogramiranja
(nad.)

» Na osnovi Littleovega pravila je intenzivnost prihajanja
zahtev v odvisnosti od $tevila zahtev v sistemu i:

i
L)+ p,T,()

* Intenzivnost prihajanja zahtev v posamezno vhodno-
izhodno enoto v odvisnosti od Stevila zahtev v sistemu i je:

A6 =p A0, j=2.3,..M

/11(1') =

N. Zimic 7-43

Model multiprogramiranja
(nad.)

» (as zadrZevanja prihajajoCe zahteve v opazovani strezni
enoti j pri i zahtevah v sistemu je:

T,()=x;,[1+N,i-D], j=12,..M
* Povprecno Stevilo zahtev v strezni enoti je:
N, () =4OT,6), j=12,..M

* Povprecno Stevilo zahtev v strezni enoti pri praznem
sistemu je 0:
N, (0)=0, j=12,..M

N. Zimic 7-44
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Model multiprogramiranja
(nad.)

» Faktor uporabnosti j-te strezne enote je:
p;=4,0x,, j=12,..M

* Racunanje se pricne s praznim sistemom (i=0) ter
rekurzivno nadaljuje do Stevila zahtev v sistemu K.

* Celoten cas cikla posamezne zahteve v sistemu z M
streznimi enotami in K zahtevami je:

K M
T:7:T1+Z2:prf
=

1

N. Zimic 7-45

Primer modela
multiprogramiranja

» Sistem je sestavljen iz CPE s povprecnim ¢asom strezbe
3ms in tremi vhodno-izhodnimi enotami s povpre¢nimi
Casi strezbe: 12ms, 8ms in 21ms. Verjetnost obiskovanja
vhodno-izhodnih naprav je: 0.3, 0.6 in 0.1. Kaksen je cikel
zahteve, ¢e je v sistemu 5 zahtev.

— sistem se resuje rekurzivno,
— zacetni pogoj je ni¢ zahtev v sistemu,

« Cas cikla zahteve v odvisnosti od $tevila zahtev v sistemu:

St. zahtev 0 1 2 3 4 5

Cascikla(ms) | 0 [13,50|17,16 (20,93 |24,80 | 28,78

N. Zimic 7-46
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Model za interaktivno
procesiranje

* Model za interaktivno procesiranje predstavlja strezna
enota in M terminalov. Posebnost modela je ¢as
razmis$ljanja na terminalih Z.

N. Zimic 7-47

Model za interaktivno
procesiranje (nad.)

* Po Littlovem pravilu velja:

M
Z+T=—
R
* Iz gornje enacbe sledi ¢as zadrzevanja zahteve v strezni
enoti:
M

T="—-Z
R

* Propustnost je:

R=u(1-F)

N. Zimic 7-48
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Model za interaktivno
procesiranje (nad.)

* Propustnost R je v nenasi¢enju:

R=u(l-F)=up=1~
* Propustnost R je v nasi¢enju enaka intenzivnosti strezbe:

R=u(l-F)=u
* Idealni Cas zadrzevanja zahteve v strezni enoti (brez
Cakalne vrste) je enak Casu strezbe. Idealiziran celoten Cas
zadrzevanja v sistemu je:

T=max(f,£—2j
y7i

N. Zimic 7-49

Model za interaktivno
procesiranje (nad.)

« Stevilo terminalov M, pri katerem sistem preide v
nasicenje, je v tocki, kjer se oba dela prejSnje enacbe
izenadita:

MI
yz,

» Iz Cesar sledi Stevilo terminalov v tocki nasicenja:

-Z

X =

_X+Z

X

MI

N. Zimic 7-50
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Model za interaktivno
procesiranje (nad.)

» Graf ¢asa zadrzevanja zahteve v sistemu v odvisnosti od
Stevila terminalov:

Cas
Nenasicenje Nasicenje
Realen graf .~ ~

Idealen graf

=]

Stevilo terminalov

N. Zimic 7-51
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Povezovalniki resursov

N. Zimic

N. Zimic 8-1

Povezovalniki resursov

* Naloga povezovalnikov je povezovanje resursov med
seboj. Obicajno povezujejo procesne enote s skupnimi
moduli.

=] [=]
=] =]

g z

Sistem z dodeljevanj em]

i

bl

Privatni sistem
resursov

E

N. Zimic 8-2




Povezovalniki resursov (nad.)

»  Tipi povezovalnikov so:

—  sistem vodil,
—  krizni povezovalniki,
—  delta povezovalniki.

I
L] DE
i

[ Krizni povezovalnik ]

N. Zimic

X

A=
BRRENRES

U

[ Delta povezovalnik ]

8-3

Povezovalniki resursov (nad.)

*  Najpomembnejsi performancni indeks povezovalnikov je
pasovna $irina (BW), ki je povprecno Stevilo modulov, ki

so lahko aktivni v ¢asu enega cikla. Uporabnost

procesorjev je:
U= BW
mAT

—  BW: pasovna $irina,
— m: Stevilo procesorjev,

— A intenzivnost prihajanja zahtev,

— T cas cikla prenosa med procesorjem in modulom.

N. Zimic
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Povezovalniki resursov (nad.)

*  Povprecno Stevilo podatkov, ki jih je povezovalnik
sposoben prenesti v ¢asovni enoti, imenujemo

propustnost:
rR=ui=2"
mT

N. Zimic 8-5

Krizni povezovalniki

«  Stevilo potrebnih elementov pri kriznih povezovalnikih je
reda O(n*m), kjer je m Stevilo procesorjev in n Stevilo
modulov. Primer kriznega povezovalnika:

@I—Wl—jl—jl—j
v Lt
@I—Wl—jl—jl—j
Yo L L
@I—Wl—jl—jl—j
v L L L
@I—_H—_H—_H—_l
o L U LY

&)
)
&
&

N. Zimic 8-6




Krizni povezovalniki (nad.)

» Pasovna Sirina za krizni povezovalnik je:

or=e-(-4])

(1 - Ej [ Noben povezovalnik ne zaseda vodila ]
n
1- (1 - £j [ Vsaj en povezovalnik zaseda vodilo ]
n

N. Zimic

8-7

Delta povezovalniki

«  Stevilo potrebnih elementov pri stopenjskih (delta)
povezovalnikih je reda O(n*log,(m)), kjer je m Stevilo
procesorjev in n Stevilo modulov. Primer delta
povezovalnika:

K

290¢
|
ELE

N. Zimic
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Delta povezovalniki (nad.)

*  Primer vezave delta povezovalnikov za 8 procesorjev in 8
skupnih modulov:

B
\’
|

— X

— X

N
K
|

N. Zimic 8-9

Primerjava povezovalnikov

*  QGraf prikazuje pasovno Sirino povezovalnikov v
odvisnosti od verjetnosti zahtev p po skupnem modulu:

BW
10 : Krizni povezovalnik
1 Vodilo b=8
5 i Delta povezovalnik
] Vodilo b=1
0 T T T T T
0 0.5 1.0 »

N. Zimic 8-10




Markovski model za sistem
vodil

»  Slika racunalniskega sistema z ve€ z sistemom vodil:

Lokalna Skupni

1 . Globalna

b : vodila
e - Lokalna

(5 (5 (5 vodila

¥ < '
Lokalni modul
N. Zimic 8-11

Markovski model za sistem
vodil (nad.)

*  Markovski model za sistem vodil ima tri stanja:
—  procesor procesira v okviru istega modula,
—  procesor dostopa (bere ali piSe) do skupnega modula,
—  procesor ¢aka na prost resurs (prost modul ali prosto vodilo).

*  Zapostavitev Markovske verige predpostavimo:
—  procesotji ve¢ino opravil opravijo v okviru lokalnih vodil,
—  obcasno berejo ali piSejo v enega od skupnih modulov,

—  cCas dostopa do skupnega vodila je slu¢ajna spremenljivka z
eksponentno verjetnostno porazdelitvijo in z intenzivnostjo x;, za
J-ti modul.

N. Zimic 8-12




Markovski model za sistem
vodil (nad.)

» Zapostavitev Markovske verige predpostavimo (nad.):

—  Ce sta pot do zahtevanega resursa in resurs prosta, se zasedeta v
hipu,

—  Ce pot ali resurs nista prosta, procesor ¢aka na sprostitev,

— vodilo in resurs se sprostita v hipu brez zakasnitve,

— intenzivnost povpraSevanja po skupnih 4, resursih je sluc¢ajna
spremenljivka z eksponentno verjetnostno porazdelitvijo za i-ti
procesor,

—  verjetnost zahteve i-tega procesorja po j-tem modulu je p;;, kjer
velja:

ﬂ’ij = ﬂ’zpz]

N. Zimic 8-13

Markovski model za sistem
vodil (nad.)

»  Ker stevilo stanj Markovske verige zelo hitro narasca,
predpostavimo:

—  vsi procesorji imajo enako intenzivnost dostopanja do skupnih
vodil 4,

—  vsi skupni resursi imajo enako intenzivnost strezbe y,
—  verjetnosti dostopanja do posameznega modula so enake.

» Tako velja:
A=A=.=4,=4
===, =HU
p,=Um, i=12,..m; j=12,.,p
A;=Alm, i=12,..,m; j=12,.,p
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Markovski model za sistem
vodil (nad.)

*  Markovska veriga za sistem vodil je opredeljena s p pari
tock:
F={(m,s,),(m,,s,),....(m,,s,)}
*  Kjer je m; stanje procesiranja:
0, procesiranje nad lokalnim modulom
"= {k, procesiranje nad k-tim skupnim modulom
* Ins; stanje procesorja:
0, procesor je aktiven nad lokalnim modulom
s, =9j, procesor jej-ti v vrsti za skupni modul m;,

—1, procesor zaseda modul m;,

N. Zimic 8-15

Markovska veriga s skupnimi
stanji

*  Markovska veriga je opredeljena z mnozico stanj:
F ={F,F,,...F}
*  Verjetnosti prehodov med stanji Markovske verige
dolo¢a matrika M:

M=[p,]. i=12..k j=12,..k
* Naj bo A4 particija mnozice F:

A={A, A4, A}, t<k
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Markovska veriga s skupnimi
stanji (nad.)

*  Verjetnost prehodov ¢,,, med blokoma 4 in 4, iz
particije 4 je:

Qo= 2, Dy/n(4,)

Fed, Fied,

*  Kjerje n(4,,) Stevilo elementov v bloku 4.

N. Zimic

Primer Markovskega modela s
skupnimi stanji

* Racunalniski sistem sestavljajo trije procesorji, trije
skupni moduli in dve vodili.

p=3, m=3, b=2
» Stanje Markovske verige je opredeljeno kot:
(my,s,5my,8,35ms,55)

*  Kjer je m; stanje procesiranja in s; stanje procesorja.

N. Zimic




Primer Markovskega modela s
skupnimi stanji (nad.)

*  Slika dela Markovske verige za prej$nji primer:

00,1-1,00

00,2-1,00
00,3-1,00

N. Zimic
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Primer Markovskega modela s
skupnimi stanji (nad.)

» Zzdruzevanjem stanj, ki opisujejo stanje procesorja, se
Stevilo stanj zmanjsa:

00,00,00

A

X —1,00,00

Prvi procesor zaseda
enega izmed treh

pomnilnih modulov

00,X -1,00 00,00, X -1

N. Zimic
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Primer Markovskega modela s
skupnimi stanji (nad.)

* Z zdruzevanjem stanj, ki opisujejo stanje procesiranja, se
Stevilo stanj Se dodatno zmanjsa:

*  Stanje XY je skupno stanje, ki je rezultat zdruzevanja
zasedenosti enega modula.

N. Zimic 8-21

Markovski model za sistem
vodil

*  Markovski model za sistem vodil se lahko definira na ve¢
razli¢nih na¢inov. V podanem primeru je Stevilo zahtev
za vsak skupen resurs in za vsako vodilo:

(s s Dy 55 Doy > Dy 2Dy >+ D)

* Ker je omenjena delitev preve¢ kompleksna, se zapis
poenostavi:

(nm’qm’qb)

— n, je Stevilo procesorjev, ki zasedajo skupne module,
— g, je Stevilo zahtev, ki ¢akajo na skupni modul,
— g, je stevilo zahtev, ki ¢akajo na prosto vodilo.

N. Zimic 8-22
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Primer Markovskega modela
za sistem vodil

* Podan je sistem s tremi procesorji, tremi skupnimi
moduli in dvema vodiloma (3*3%*2).

* Stanje (000): noben procesor ne zaseda skupnih modulov,
nobena zahteva ne ¢aka v vrsti za skupni modul in
nobena zahteva ne ¢aka na prosto vodilo.

» Intenzivnosti prihajanja zahtev s strani enega procesorja,
ko so vsi ostali prosti:

A, =413 A, =43 A, =43
A,=Al3 A,=A13 A,=A/3
Ay=A13 A =43 A, =43

N. Zimic
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Primer Markovskega modela
za sistem vodil (nad.)

* Intenzivnost prihajanja zahtev, ko se spremeni stanje iz
000 — 100 (zahtevo poslje en procesor), je vsota vseh
posameznih intenzivnosti s prejSnje enacbe:

ﬂooo—noo =34

* Intenzivnost spreminjanja stanj iz 100 — 200 obsega
stanja (zaseden je prvi procesor):

Ay, =Al3 A, =Al3
Ay=Al3 A =173

A =44/3

100—200

N. Zimic

12



Primer Markovskega modela
za sistem vodil (nad.)

Intenzivnost spreminjanja stanj iz 200 — 201 obsega
stanja (zaseden je prvi in drugi procesor):

Ay =413

A Al3

2005300 —

N. Zimic
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Primer Markovskega modela
za sistem vodil (nad.)

Graf Markovske verige za model s tremi procesorji, tremi

skupnimi moduli in dvema vodiloma:

N. Zimic
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil

»  Zaradi velikega Stevila stanj v Markovski verigi je
smiselno stanja Se dodatno zdruziti. Seveda je pri
zdruzevanju paziti, da so rezultati Se vedno uporabni.

Stanje Markovske verige v poenostavljenem modelu je:

(nm > q)
— n, je Stevilo procesorjev, ki zasedajo skupne module,

— g je stevilo zahtev, ki ¢akajo na skupni modul ali na prosto
vodilo.

N. Zimic
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

*  Graf Markovske verige za model s poljubnim §tevilom
procesorjev p, modulov m in vodil b:

N. Zimic
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

* Nadaljevanje grafa s prejsSnje strani:

—  p: Stevilo vseh procsorjev,
— bt stevilo vodil.

«  Stevilo vseh stanj verige je:
N=1+b[p+1/2*(1-0)]

N. Zimic 8-29

Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

* Smiselen pogoj za sistem vodil je:
b<p<m
» Stanja Markovskga modela pri zgornjem pogoju so (i),
kjer velja:
0<i<h; 0<j<p-b
*  Mozni prehodi med stanji so:
oa: j—j+1

B: j—j-1
y: i—i+l
0: i—i-1
N. Zimic 8-30
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

Intenzivnost prehodov je:

M) =(p—i- HA"=L 0<i<h, p—i-j>0
m
C(i-1Y
uby=ip| — |, i<b
l
(p—-i- ‘)lﬂ i>b —-i—j>0
(p—i=-j)A i=b, p-i—j>0

u(0)=iu—u(p)

N. Zimic 8-31

Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

Primer za tri procesorje, tri skupne module in dve vodili
(p=3, m=3, b=2):

Aoosio =(3—0— O)ﬂ% =34, ()

1 2
Ao :(3_1_0)§ﬂ:§/t 62)

1 1
A :(3_1_1)5/1:5/19 »

3-1 4
A0 :(3—1—0)7/1:5& (A)
/120—>21 = (3 -2- 0)/1 = /1’ (7/)

N. Zimic 8-32
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

Nadaljevanje:
Ay =0B-1- 1)/1———/1 ()
Hioo = ,U( 3j =u, (B
b1
Moy =1 — ( j=ﬂ,
N. Zimic 833

Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

Nadaljevanje:

Hao10 _2ﬂ(23 1) =2u, 05))

2-1 2
,u21—>11_2,u( 3 j =§ﬂa 02))
2-1\ 4
M50 :2ﬂ_2ﬂ(_) =S4 ()
3 3
N. Zimic 8-34
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Poenostavljen Markovski
model za sistem vodil (nad.)

Markovski graf za podan primer:

p=3, m=3, b=2

18



Uvod v simulacijo

N. Zimic

N. Zimic 9-1

Simulacija

* Simulacija je ena izmed tehnik, ki se uporablja pri
dolo¢anju zmogljivosti racunalniSkih sistemov.

* Simulacijski model je opredeljen s stanjem sistema, ki ga
na primer sestavljajo: Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti,
zasedenost resursov, intenzivnost strezbe, itd.

* Ko simulacija tece, se stanje sistema spreminja s casom
glede na vhodne parametre ter medsebojne odvisnosti.

*  Sprememba stanja sistema se imenuje dogodek.

*  Pri simulaciji racunalniskih sistemov se obic¢ajno
uporablja simulacija na osnovi diskretnih dogodkov.

N. Zimic 9-2




Vrste simulacije

« Simulacije se glede na stanje sistema delijo na diskretne
in zvezne:

—  diskretno: §tevilo programov v sistemu, Stevilo zahtev v ¢akalni
vrsti, ...

—  zvezno: temperatura, obrati motorja, ...
* Simulacija se glede na Cas delijo na ¢asovno zvezne in
casovno diskretne simulacije:
—  casovno diskretna simulacija: dnevni tecaj delnic,
— casovno zvezna simulacija: Stevilo zahtev v ¢akalni vrsti.
*  V racunalnistvu se obicajno uporablja model z zveznim
¢asom in diskretnimi stanji sistema.

N. Zimic 9-3

Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov

*  Dogodek je osnova za spremembo stanja sistema (prihod
zahteve v sistem, konec strezbe, ...).

* Ker se med dvema dogodkoma stanje sistema ne
spremeni, ni smiselno, da Cas tece v majhnih korakih
(Af), ampak se simulacija izvaja samo ob ¢asu, ko
nastopa dogodek.

*  V simulatorju se zgradi casovno urejen seznam bodocih
dogodkov. Simulacijska ura se po opravljeni simulaciji
dogodka premakne na uro naslednjega dogodka.

«  Ceje rezultat simulacije nov dogodek, se le ta ustrezno
uvrsti v ¢asovno urejen seznam bodocih dogodkov.
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Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov (nad.)

*  Primer simulacije dogodkov v primeru, ko je rezultat
simulacije nov dogodek:

t t

n

n+l n+2

TR A e

»  Cas se diskretno premika po ¢asovni osi: t,— £, ,,—

tn+2_> t — tl’l+3"'

*  V opazovanem primeru je rezultat simulacije v ¢asu ¢,
nov dogodek v ¢asu ¢’, ki se ustrezno vrine v ¢asovno
urejen seznam dogodkov.

N. Zimic 9-5

Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov (nad.)

*  Dogodki se lo¢ijo na primarne in sekundarne:
—  primarni dogodki so rezultat generatorja zahtev,
— sekundarni dogodki so rezultat izvedbe dogodka.

*  Primer simulacije iz simulacijskega paketa SimProcess:

|—>u —> it >—>u—>|

Generator zahtev Strezba Ponor

Izvor primarnih ~ Primarna zahteva
zahtev prozi sekundarno
zahtevo

N. Zimic 9-6




Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov (nad.)

N. Zimic

Pri izvajanju primarnega dogodka se:

—  Ce so izpolnjeni pogoji za generiranje nove zahteve, izratuna ¢as
novega primarnega dogodka in se le ta vrine v asovno urejen
seznam dogodkov,

—  Ceje streznik prazen, izracuna cas trajanja sekundarnega dogodka
in se ga vrine v ¢asovno urejen seznam dogodkov,

—  Ceje streznik zaseden, se poveca Stevilo dogodkov v ¢akalni vrsti
za ena.

9-7

Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov (nad.)

N. Zimic

Pri izvajanju sekundarnega dogodka se:

— Ceje izhod opazovane strezne enote povezan na vhod druge
strezne enote, lahko sekundarna zahteva sprozi novo sekundarno
zahtevo (ki se nanasa na nov streznik) ali poveca §tevilo zahtev v
ponorni ¢akalni vrsti,

— Ce v opazovani strezni enoti akalna vrsta ni prazna, se le ta
zmanjS$a za ena in izracuna se ¢as novega sekundarnega dogodka,
ta pa se vrine v ¢asovno urejen seznam zahtev,

—  Ce je Cakalna vrsta prazna, akcija ni potrebna.
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Simulacija na osnovi diskretnih
dogodkov (nad.)

»  Casovni potek simulacije, kjer so t medprihodni casi in x
Casi strezbe zahtev:

tn tn+1 tn+2 tn+3
Primarni ‘ ‘ ‘ ‘
dogodki © e S © “
Cas
Zahteva se postavi
v ¢akalno vrsto
Sekundani
dogodki o o o —
(streba) | | | | Cas
strezba
xn xn+1 xn+2 'xn+3
N. Zimic 9-9

° 4 ° LX)
Nakljucni generatorji
*  Nakljuc¢ni generatorji se pri simulaciji uporabljajo za
izracun vrednosti vseh spremenljivk, ki so rezultat
nakljucnega procesa.

*  Obicajno se uporabljajo nakljucni generatorji, katerih
rezultat je naklju¢no Stevilo med 0 in 1.

*  Nakljucni generator je realiziran kot rekurzivna funkcija:

x, = (X,0,%, 5,

*  Rezultat ni popoln naklju¢ni generator, ampak psevdo

nakljucni generator z doloceno periodo.

*  Ker ima psevdo naklju¢ni generator periodo, je

pomembno zacetno Stevilo, ki se imenuje seme.
N. Zimic 9-10




Nakljucni generatorji (nad.)

*  Enostaven primer enacbe za naklju¢ni generator:
x,=(5*x_,+1)mod 16
*  Pri zaCetnem pogoju (semenu) x,=1, generator tvori
naslednje zaporedje:

6,15,12,13,2,11,8,9,14,7,4,5,10,0,1,6,15,12,13,...
*  Rezultat deljenja s 15 je psevdo naklju¢no stevilo med 0
in 1.

* Iz primera je razvidno, da je perioda psevdo naklju¢nega
generatorja 16.

N. Zimic 9-11

Nakljucni generatorji (nad.)

»  Zahteve, ki jih mora izpolnjevati algoritem za raCunanje
nakljucnega Stevila:
— perioda mora biti ustrezno velika,
— vrednosti morajo biti statisti¢no neodvisne,
— verjetnost mora biti enakomerno porazdeljena,
— algoritem mora biti u€inkovit pri racunanju naslednjega Stevila.
* Enacba za nakljucni generator, ki so ga uporabljali
nekateri starejsi racunalniski programi:

x, =7 *x,_ mod (2" -1)
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Nakljucni generatorji (nad.)

N. Zimic

Pogoste zmote pri naklju¢nih generatorjih:
—  kompleksnost algoritma vodi k naklju¢nosti rezultatov,
— enostaven test je dovolj za preverjanje nakljucnosti,
— vrednosti nakljunega generatorja ni mogoce napovedati,
— nekatera semena so boljsa kakor druga,

— natanc¢nost pri realizaciji ni pomembna.

Generiranje razli¢nih
verjetnostih porazdelitev

N. Zimic

Simulacijo tvorijo razli¢ni gradniki (generatorji, strezniki,
...), katerih Cas je rezultat nakljuc¢nega procesa. Naklju¢ni
proces je obicajno podan s povpre¢nim ¢asom in
verjetnostno porazdelitvijo.

Za simulacijo so potrebni naklju¢ni generatorji, ki
generirajo nakljuéna Stevila po razli¢nih verjetnostnih
porazdelitvah.

Rezultat porazdelitvene funkcije u=F(x) je enakomerno
porazdeljen med 0 in 1.




Generiranje razli¢nih
verjetnostih porazdelitev (nad.)

*  Primer porazdelitvene funkcije:

F(x)

* Iz vrednosti u se preko inverzne porazdelitvene funkcije
izra¢una vrednost x:

x=F"'(u)

N. Zimic 9-15

Primer zvezne verjetnostne
porazdelitve

*  VraCunalniSkem omrezju so paketi treh velikosti, in sicer
70% paketov je dolzine 64 zlogov, 10% paketov je
dolzine 128 zlogov in 20% paketov je dolzine 512
zlogov.

*  Verjetnostna porazdelitvena funkcija je:

0.0 0<x<o64

0.7 64<x<128
F(x)=

0.8 128<x<512

1.0 512<x
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Primer diskretne verjetnostne
porazdelitve (nad.)

* Inverzna porazdelitvena funkcija je:

64 0<u<0.7
F'(u)=4128 0.7<u<0.8
512 0.8<u<l

*  Nakljuc¢na Stevila po podani porazdelitvi se racunajo:

— izraCuna se naklju¢no $tevilo s pomoc¢jo nakljuénega generatorja,
ki ima enakomerno verjetnostno porazdelitev,

— preko inverzne porazdelitvene funkcije se izracuna naklju¢no
Stevilo.

N. Zimic 9-17

Primer zvezne verjetnostne

porazdelitve
* Gostota verjetnosti za eksponentno verjetnostno
porazdelitev je:
f(x)=4e™

*  Porazdelitvena funkcija je:
F(x)=l-e*=u
* Inverzna porazdelitvena funkcija je:
1
x=——In(l-u
7 (1=u)

N. Zimic 9-18




Primer zvezne verjetnostne
porazdelitve (nad.)

Graf inverzne porazdelitvene funkcije pri A=1:

N. Zimic u
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