Markovske verige

N. Zimic

N. Zimic 2-1

Stohastic¢ni proces

» Stohasti¢ni proces je definiran nad mnozico nakljucnih
spremenljivk {X, :t€ T}, kjer je vsaka nakljucna
spremenljivka X, indeksirana s parametrom te T .

» Parameter 7€ T se obi¢ajno poimenuje tudi ¢asovni
parameter, ¢e je I’ c R, =[0,c0).

* Mnozica vseh nakljucnih spremenljivk X(¢) (za vsak re T')
se imenuje prostor stanj stohasti¢nega procesa.

» TakSen proces imenujemo ¢asovno zvezni stohasticni
proces.

N. Zimic 2-2




Stohasti¢ni proces (nad.)

+ Ce je stohasti¢ni proces definiran nad mnozico nakljuénih
spremenljivk {X, :ne N}, kjer je vsaka naklju¢na
spremenljivka X, indeksirana s parametrom », potem
takSen proces imenujemo ¢asovno diskreten stohasticni
proces.

N. Zimic
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Stohasticni proces (nad.)

» Stohasti¢ni proces se lahko opiSe s porazdelitveno funkcijo
F (s;t) za podan nabor nakljuénih spremenljivk
{X(@),X(,),...,X(t,)}, pri Cemer je vektor
t=(t,t,,...,t,)€ Rins=(s,s,,...,s,) € R" prostor stanj,

kjerje ¢, <t, <...<t;

Fy(s;t)=P[X(t)<5,X(t,)<5,,...X(,)<s,]

* Gostota verjetnosti je v tem primeru:

d"F, (s;t)
)=
Jx(s:0) 0s,05,...0s,

N. Zimic
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Markovski proces

N. Zimic

Stohasti¢ni proces {X, :te T} je Markovski proces, ¢e je za
vse 0=1¢,<t <..<t <t In s, € S pogojna
porazdelitvena funkcija X, spremenljivk odvisna samo od
predzadnje spremenljivke X (¢,)in ne od

X (), X (1), X(2,) -

P[X(tnﬂ) S Sn+1
=P[X(t,)<s

| X(@,)=5,,X(t,_)=5,_» X(t)=5]=
| X(,)=s,]

n+l

To pomeni, da je Markovski proces stohasticni proces brez
pomnjenja.

2-5

Casovna homogenost

N. Zimic

Markovski proces je casovno homogen, ¢e verjetnostna
porazdelitev naklju¢ne spremenljivke X (7, )ni odvisna od
trenutnega opazovanega ¢asa. Ce je naklju¢na
spremenljivka invariantna za #(n), je potem tudi casovno
homogena.

PLX(t,0) S5, [ X(2)=5,1= PLX (2,0, ) S5, | X(5) =35, ]

2-6




Casovno diskretni
Markovski proces

+ Diskretni Markovski proces je definiran nad diskretnim

kon¢nim ali Stevno neskon¢nim prostorom stanj S.

« Casovno diskretni Markovski proces je definiran nad

N. Zimic

diskretnim prostorom 7, kjer je T = N .

2-7

Casovno diskretni Markovski
proces (nad.)

N. Zimic

Za podan stohasti¢ni proces { X, X ,..., X ...}, za
opazovane tocke 0, 1,...,n+1, prestavlja diskretni
Markovski proces, kjer za vsene N, ins, € § velja:

PLX

n+1=sn+1|Xn=Sn’Xn—1=S XO=S0]=

n—19°s

:P[Xn+1 :Sn+1 |Xn :Sn]

To pomeni, da je diskretni Markovski proces stohasticni
proces brez pomenjenja.
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Prehajanja v Markovski verigi

* Privzemimo, da so stanja Markovske verige
§={0,1,2,...} . Verjetnost prehoda med stanjem s, in
stanjem s, ; lahko zapiSemo kot pogojno verjetnost:

pl;l)(n):P[XnH :Sn+1 :-]|Xn :Sn :l]

* Indeksa i in j pomenita prehod med stanji i in j. Eksponent
(1) predstavlja en korak (v ¢asu n in n+1), parameter (n)
pa pomeni ¢asovni korak 7.

N. Zimic
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Prehajanja v ¢asovno
homogeni Markovski verigi

» Za Casovno homogeno Markovsko verigo velja, da je
neodvisna od trenutnega Casa. Tako lahko verjetnost
prehoda med stanjema i in j zapiSemo:

Py =p) () =PLX, = | X, =i]=P[X,= ]| X, =i]
VneT

» Zaradi lazjega zapisa bomo eksponent za samo en korak
izpuscali:

— M
p; =Dy

N. Zimic




Matricni zapis

* Verjetnost prehoda v enem koraku med stanji lahko
zapiSemo tudi v matri¢ni obliki:

P Poi Pn
P=P" =[p ]= Po Pu Pn
! Py P Pxn

* Vsota verjetnosti v vrstici je enaka 1:

> p, =1, 0<p, <1

Jjes

N. Zimic
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Primer Markovske verige

* Markovska veriga z dvema stanjema je podana z matriko
ter sliko:

P 0.75 0.25
105 05

N. Zimic




Verjetnost prehoda po n
korakih

* Verjetnost prehoda iz stanja i v ¢asu k v stanje j v ¢asu /,
kjer je med £ in / n Casovnih korakov, je:

p(k,)=P[X, = j| X, =i, 0<k<I
* Vsota vseh verjetnosti prehodov, ki zapuscajo stanje i, je:

> k=1, 0<pl”(k,)<1

jes

N. Zimic
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Chapman-Kolmogorov teorem

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovno
nehomogeni Markovski verigi, je podana z enacbo:

pl;")(k,l) = Zpl.(h’”_k)(k,m)p,ijl._'”)(m,l), 0<k<m<l
heS

» Spremenljivka k predstavlja zacetni in / kon¢ni Cas,
oziroma korak v Markovski verigi. Vseh korakov je n:

n=I[-k

N. Zimic




Chapman-Kolmogorov teorem
(nad.)

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovno
homogeni Markovski verigi se poenostavi:

(n) _ (m) o (n—m)
Py _Zpih Py O<m<n

heS

* V primeru m = 1 iz zgornje enacbe sledi:

(n) _ 1 ., (n=1)
by = Zpih Dy
heS
* Zapis z matrikami:

P =plprh - pprh

N. Zimic 2-15

Vektor stanj Markovske verige

* Verjetnost, da je Markovska veriga v koraku n v stanju i,
lahko zapiSemo:

v.(n)=PlX, =i]

» Na osnovi prej zapisane verjetnosti lahko zapisemo vektor
stanj Markovske verige:

v(n)=(,(n),v,(n),v,(n),...)

» Za vektor verjetnosti velja:

dv, =1

N. Zimic 2-16




Vektor stanj Markovske verige
(nad.)

* Vektor stanj Markovske verige v ¢asovnem koraku n lahko
zapisemo:

v(n)=v(0)P" =v(n-1)P

* Na osnovi prej zapisane verjetnosti lahko zapisemo vektor
stanj Markovske verige:

v(n) =(Vy(n),v,(n),v,(n),...)

N. Zimic 2-17

Stacionarno stanje Markovske

verige

« Stacionarno stanje Markovske verige je opredeljeno kot:
}li_r)gv(n) =v=v(n-1)P=vP

» Ko je dosezeno stacionarno stanje, se verjetnost
posameznega stanja ne spreminja vec.

N. Zimic 2-18




Stacionarno stanje Markovske
verige (nad.)

+ Stacionarno stanje Markovske verige lahko zapiSemo kot:
limv(n) =V = lim(v(0)P") = v(0)P

» Lastnost matrike prehajanja stanj za neskon¢no korakov je:

VO Vl V2

. ) v, Vv, V
P=limP"” =limP"=| ° ' 2
n—>o0 n—c0 v, vV, V,

* Izracun stacionarnega stanja ni vedno mozen!

N. Zimic 2-19

Stacionarno stanje - primeri

* Primer Markovske verige, kjer enolicen izraCun
stacionarnega stanja ni mozen:

1

byl Co é

» Matrika prehodov v neskon¢nosti je kar enaka osnovni
matriki. Enoli¢no stacionarno stanje ne obstaja in je kar
enako zacetnemu vektorju.

i 1 i
limP" =P=P= [o ﬂ 7 =v(0)P = v(0)

n—o0

N. Zimic 2-20
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Stacionarno stanje — primeri
(nad.)

» Primer Markovske verige, kjer enolien izracun
stacionarnega stanja ni mozen:

0 1 1
P= o 1
* Matrika prehodov P(”), ko gre n proti neskon¢no, ne
konvergira.

N. Zimic 2-21

Stacionarno stanje — primeri
(nad.)

* Primer Markovske verige, kjer je izraCun stacionarnega
stanja mozen:

0.5 0.5 03
0.5 0.5 (}“l.‘i)
P_&s 04 (as

+ Matrika prehodov P, ko gre n proti neskonéno,
konvergira in stacionarno stanje obstaja:

05 05
05 05

lim P® =P =

n—co

} 7 =v(0)P =[0.5,0.5]

N. Zimic 2-22

11



Verjetnost povratka

» Pogojna verjetnost, da Markovska veriga za¢ne v stanju i
po n>1 korakih prvi¢ doseze stanje j, je:

fi]-(n) =P[Xo :i,X1 ¢j""9Xn—l ¢j’Xn :]]

* Pogojna verjetnost, da Markovska veriga za¢ne v stanju i
in po n >1 korakih prvi¢ doseze stanje i, je:

f;i(n) :P[X() :iaXl ;tio'"aXn—l ;ti’X” :l]

N. Zimic 2-23

Verjetnost povratka (nad.)

* Pogojna verjetnost, da se Markovska veriga v isto stanje
vrne v poljubnem Stevilu korakov, je:

Wik
123 un

n=1

* Povprecno Stevilo korakov za vrnitev v isto stanje:
- (m)
m=3ns

n=1

N. Zimic 2-24
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Opredelitev stanj

» Stanja Markovske verige so lahko: absorpcijska, prehodna,
cikli¢no povratna in necikli¢no povratna.

Acikli¢no povratng.------77 -
- stanja

Absorpcijsko
stanje .
stanja

Cikli¢no povratna
stanja

N. Zimic 225

Opredelitev stanj (nad.)

» Absorpcijsko stanje je stanje, katerega verjetnost povratka
v enem koraku je 1. Ko sistem pride v to stanje, iz njega ne
more vec.

» Prehodno stanje je stanje, za katerega obstaja pozitivna
verjetnost, da se vanj sistem nikoli ve¢ ne vrne. Velja tudi,
da je verjetnost povratka manjsa od 1:

fi <1

N. Zimic 2-26
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Opredelitev stanj (nad.)

» Acikli¢no povratna stanja so stanja, kjer je verjetnost
vrnitve f;; =1in §tevilo korakov do vrnitve ni to¢no
doloceno.

» Cikli¢no povratna stanja so stanja, kjer se isto stanje
doseze po to¢no doloCenem Stevilu korakov. Za sliko na
prejsnji prosojnici je cikel d =n - 5 korakov. Verjetnost
vrnitve je £ =1, kjer d velikost cikla v &asovnih korakih.

N. Zimic 2-27

Casovno zvezni Markovski
proces

* Podan stohasti¢ni proces {X, :te T} , je Casovno zvezen
Markovski proces, ¢e za t, € R kjer je

O0=t,<t, <---<t, <t
Vs, € § =N, ter velja pogojna verjetnost:

Vrne N in so stanja

n+l?

PLX(t,)=5,,1XE)=s,X{E_)=5,--X()=5,]=
=P[X(,.)=5,,|X(E)=s,]

n+l

* To pomeni, da je zvezni Markovski proces stohasti¢ni
proces brez pomenjenja.

N. Zimic 2-28

14



Prehajanja v ¢asovno zvezni
Markovski verigi

* Verjetnost prehoda iz stanja i v stanje j v ¢asovnem
intervalu [u,v) , kjerje u,ve T in u<v , je:

py(uv) = PLY (V) = jlX () = 1]
* Po definiciji je pri u = v:

I, i=j
pij(uau) :{

0, i#j

N. Zimic 2-29

Chapman-Kolmogorov teorem

* Verjetnost prehoda med stanjema i in j v ¢asovnem
intervalu [u,v) za ¢asovno zvezne Markovske verige je:

pl.j(u,v)=Zpik(u,w)pkj(w,v), O0<u<sw<vy

keS
* Verjetnost prehodov lahko zapiSemo z matriko:

H(u,v) =[p;(u,v)]
* Chapman-Kolmogorov teorem v matricnem zapisu:
H(u,v)=Hu,w)H(w,v), 0<u<w<vy

N. Zimic 2-30
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Casovno homogene Markovske
verige

* Za Casovno zvezne Markovske verige velja, da je
verjetnost prehoda odvisna samo od razlike ¢asov ¢ =u —v
in ne od absolutnih ¢asov u in v:

p,.j(t):pij(O,t):P[X(u+t)=j|X(u):i]:
PLX(6)= /| X(0)=i], VueT

N. Zimic 2-31

Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah

» Stanje v ¢asovno zvezni Markovski verigi je:
7). jeS
 In vektor stanj:

() = (77, (), 7, (), 725 (1), ...)

N. Zimic 2-32
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Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah (nad.)

 Stanje v ¢asovno zvezni Markovski verigi v ¢asu v je:
7, = p,unr ), YuveT (u<v)
ieS
* V vektorskem zapisu:

n(v)=n(u)P(u,v), Yu,veT W<v)

N. Zimic 2-33

Vektor stanj v ¢asovno zveznih
Markovskih verigah (nad.)

» Stanje v ¢asovno homogeni zvezni Markovski verigi v
casu v je:

7,(0)=3,p,0.07,0)=3 p,()7,(0)

* V vektorskem zapisu:

n(t) = 7(0) P(0,£) = m(0) P(£)

N. Zimic 2-34
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Infinitezimalni generator

» Za Casovno diskretno Markovsko verigo velja:
H(m,n)=H(m,n—-1)P(n—-1)

H(m,n)—H(m,n—-1)=H(m,n—-1)P(n—1)-H(m,n—-1)=
=H(m,n—-1)(P(n—1)-1)

« Ce obe strani delimo z velikostjo koraka in e korak
limitira proti 0 (At = 0):

L P+ AN -1
=l

N. Zimic 2-35

Infinitezimalni generator (nad.)

* Odvisnost matrike H(s,?) po ¢asu lahko zapiSemo:

OH(s, 1)
ot

=H(s,0)Q(¢), s<t

* Pri ¢emer se Q(#) imenuje infinitezimalni generator:

L P+ AN -1
=l

N. Zimic 2-36
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Infinitezimalni generator (nad.)

* Elementi matrike Q(?) so:

Pt +AD)—1

q; (1) = lim Y
L pytr+An

gy (1) = lim ——"——, i#]

« Ce limite obstajajo in velja z p;(t,t+Ar)=1, potem
sledi: Jes
> q,()=0, VieS§
jes
N. Zimic 2-37

Infinitezimalni generator (nad.)

» Za Casovno zvezne Markovske verige velja:
9, =q;(1), Vi,jeS
» Sprememba vektorja stanj po Casu je:

dr (¢
j( ) :qu'jﬂ:i(t)a Vjie S
dt €S
* V matri¢nem zapisu:
. dn(t
1) =" _ () Q
dt
N. Zimic 2-38
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Infinitezimalni generator (nad.)

» Za ¢asovno homogene Markovske verige velja:

PO _pyQ=QP()

PO="

N. Zimic 2-39

Stacionarna stanja

» Za stacionarna stanja velja:
— Neodyvisna od ¢asa ¢
— Neodvisna od zacetnega vektorja m(0)
— Strogo pozitivno >0
— Za katere velja:

7, =lim7,(t)
—>o0

* Velja tudi limita:

TG
o= dt

N. Zimic 2-40
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Stacionarna stanja (nad.)

* Iz prejsnjih enacb sledi:
0=> g,7,, VjeS
ieS
* V matri¢ni obliki:
0=mQ
* Ker je vsota verjetnosti vseh stanj 1, sledi:

ml=> 7 =1, 1=L1..1]

ieS

N. Zimic

2-41

Globalno ravnotezje

» Za Casovno homogene Markovske verige velja:

L,jES q; =_Zqii

1,i#]
» [z Cesar sledi:

Z q,7; =—4,7;

1,i#j

» Kar daje enacbo za globalno ravnotezje:

Z%’fi =7; Z%j

i,i#] i,i#]

N. Zimic

2-42
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Rojstno smrtni sistem

* Rojstno smrtni proces je tisti proces, kjer je prehajanje
mozno samo med sosednjimi stanji:
— iz stanja k v stanje k+/ imenujemo porojevanje zahtev
— iz stanja k v stanje k-/ imenujemo umiranje zahtev
* Intenzivnosti prehajanja:
— /;: intenzivnost porojevanja zahtev

— 1, : intenzivnost umiranja zahtev

j’ j'1 j'2 _______ /Ik—l j'Ic—l j'k j'In-l
Hy H,y ,u; >>>>>>> .pk—l Hy Hyn Hyy
N. Zimic 2-43
L L) [J
Rojstno smrtni sistem (nad.)
* Intenzivnosti prehajanja med stanji (elementi matrike Q)
S0:
Qrgn = /?'k
Qi =M
9., =0, |k—j| >1
» Na osnovi znanih izrazov, je za ergodi¢ni (vsa stanja
morajo biti pozitivno periodi¢no povratna) primer sistema:
24, =0
jes
N. Zimic 2-44
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Rojstno smrtni sistem (nad.)

* Iz prejSnjega izraza sledi:
Diser Y Dis Y Disrs =0

G = (s ¥ Gipn) ==+ 4)
* Matrika Q je:

-4, A, 0 0
o~ +4) A4 0
Q=] 0 H, _(l[lz + /12) ﬂz
0 0 Hs _(ﬂs + /13)
N. Zimic 2-45
) [J
Verjetnost stanja
* Verjetnost stanja £ v rojstno smrtnem sistemu je:
7 () = PLX(2) = k]
* Mozni dogodki v ¢asu (¢,t+Af) so:
— Vv Casu ¢ pri populaciji k£ in v intervalu (#,/+Af) ni nobene
spremembe
— v Casu ¢ pri populaciji & in v intervalu (¢,/+A¢?) se porodi nova
zahteva
— Vv Casu ¢ pri populaciji £ in v intervalu (¢,/+Af) pride do smrti
zahteve
N. Zimic 2-46
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Verjetnost stanja (nad.)

* Na osnovi nastetih dogodkov sledi:
7 (1,0 + A =7, () pyy (A + 71, () Py (A1) +
T (t)pk+1,k (A1) +o(Ar)

* V primeru k= 0:
7y (t,t+Ar) = ”o(t)po,o (A)+ 7, (t)pl,o (At)+o(At)
* Funkcija o(4¢) je funkcija, za katero velja:

1im 24D _
At—0 At

N. Zimic 2-47

Verjetnost stanja (nad.)

»  Za Casovno homogene Markovske verige velja, da je
porojevanje in umiranje statisticno neodvisno:

—  P[natan¢no eno rojstvo v €asu Az, pri populaciji k] = L At + o(At)
—  P[natan¢no ena smrt v ¢asu At, pri populaciji k] = At + o(At)

—  P[natancno nobenega rojstva v ¢asu At, pri populaciji k] =1 -
MAt + o(At)

—  P[natan¢no nobene smrti ¢asu A¢t, pri populaciji k] = 1 - wAt+
o(At)

N. Zimic 2-48

24



Verjetnost stanja (nad.)

* Verjetnost ohranjanja populacije k£ v Casu At je:
Pix = (1= A At +o(At))(1 - u, At + 0(At))
* Iz Cesar sledi:
7w (t,t+At) =7, (1)1 - A4 At +o(A))(1— 1, At + o(At)) +

7 (DA AL+ 0(AD) + 7, (D)t A+ 0(AD)) + 0(AL)
* In za stanje O:

7wy (t,t+At) =7, (H)(1 - A, At + o(Ar)) +
7T, (1)(1, At + o(At)) + o(At)

N. Zimic 2-49

Verjetnost stanja (nad.)

* Sprememba verjetnosti po ¢asu je:

”k(t:t'i'i?_”k(t) =—(A4 +u ) (O + A4 7, () +

o T () +0(AD), k=1

ﬁo(t,t+i;)—7fo(t) ==, 7, () + 7w, (¢) + o(At)

N. Zimic 2-50
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Verjetnost stanja (nad.)

* Sprememba verjetnosti po limitnem procesu At — 0:

dzct(t) = _(ﬂk + /'lk )ﬂ.k (t) + Z%—lﬂ.k—l (l’) + /'lk+1ﬂ.k+1 (t), k > 1
dry(t) B
B Aty (8) + 7, (1)

* Enacbe predstavljajo mnozico diferencialno diferencnih
enacb za rojstno smrtni sistem, ki opisujejo dinamiko
sistema.

N. Zimic 2-51

Cisti rojstni sistem

» Za Cisti rojstni proces so intenzivnosti prehajanja:
— intenzivnost porojevanja zahtev 4, = 4

— intenzivnost umiranja zahtev y, = 0

y) Y Ao A A,
@ ® o ®
A A 0 0
0 -4 A4 0

N. Zimic 2-52
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Cisti rojstni sistem (nad.)

 Za Cisti rojstni sistem velja:

D o gm0+ 20, K2
dry(t) B
- A7y (2)

» Zacetno stanje Cistega rojstnega sistema:

1 k=0

”k(o):{o k>1

N. Zimic 2-53

Cisti rojstni sistem (nad.)

» Resitev diferencialnih enacb je:
r,(t)y=e"

dr (1)
dt
x(t)=Ate™

=-Ax,(t)+ Ae”™"

» Kar daje Poissonovo verjetnostno porazdelitev:
k
[ﬂk(z‘) = (ﬂ;') et k=0,t> 0]

N. Zimic 2-54
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Graf verjetnosti Cisti rojstnega
sistema

06

Verjetnost
o
o

0.4 0

N. Zimic 2-55

Lastnosti Cistega rojstnega
procesa

» Poissonova verjetnostna porazdelitev:
P[X(s,s+1) :k]:(’;i—t')ke-l‘, k>0,5:>0
* Porazdelitvena funkcija: .
A(t)=1-P[f >t]=1-7,(¢)
A =1-¢*, t>0
* Gostota verjetnosti:

at)y=e™, t>0

N. Zimic 2-56
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Poisnova in eksponentna
verjetnostna porazdelitev

» Poissonova verjetnostna porazdelitev

k
P[X(t)zk]:(’lk—t')e‘l‘, k>0,t>0

* Eksponentna verjetnostna porazdelitev podaja ¢as med
dogodki Poissonove verjetnostne porazdelitve:

Plr<t]=1-P[r>t]=1-P[X()=0]

Plz<t]=1-¢"

N. Zimic 2-57

Markovski sistem z dvema
stanjema

* Markovski sistem ima dve stanji S={0,1}
Y

«,6®

» Matrika intenzivnosti prehajanja stanj je:
|THH

N. Zimic 2-58
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Markovski sistem z dvema
stanjema (nad.)

+ Sistem diferencialnih enacb za podani sistem:

dmy(t) _

L=~y () + A7, (1)
dr (1) B
=L =y (0= A, (1)

* Velja tudi:

7y (1) =1-7,(¢)

N. Zimic
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Markovski sistem z dvema
stanjema (nad.)

e Pri zacetnem vektorju ®(0) =[0,1] je resitev sistema
diferencialnih enacb:

__MH A usan
= -
() ,a+/1+,u+/1(e )

7,(6)=1-7,(1)

2’ _ ﬂ‘ (e—(,u+/1)t )

uU+A u+a

ﬂo(t)=

N. Zimic
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dvema stanjema

Graf verjetnosti za sistem z

n(0) =[0.1]

A=1
1=0.5

Verjetnost

N. Zimic Cas
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Stacionarno stanje

 Stacionarno stanje je:

T = }Lrgﬂ-k (1)

. . . . dm(t
* Pri stacionarnih razmerah je a’,‘t( L= , zato se

sistem diferencialnih enacb za rojstno smrtni
sistem spremeni v diferencne:

0=—(4 + )7 + A 7+ 1 Ty, k21

0=—Ay, + ur,

N. Zimic
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Stacionarno stanje (nad.)

* Resitev sistema enacb je:

A = A
k:ﬂ‘O& k-1 ﬂ.ozﬂ.on i

My - i=0 iy

« Na osnovi enac¢be Zﬂ'l. =1 sledi:
€S

N. Zimic
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Tipi streznega sistema

* Rojstno smrtni sistem je pri parametrih :

:gﬁ =Y

=0 1+1

i=0 /’tz+l
— Ergodicen strezni sistem pri §; <o in S, =
— Nepovranti strezni sistem pri §; = oo in S2
— Prehodni streZni sistem S; = in §, < oo
» Poenostavljeni pogoj za ergodi¢nost je:

ko<1, Vk=>0
:uk+l

N. Zimic
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Globalno ravnotezje

» Iz enacbe za globalno ravnotezje splosne Markovske
verige sledi enacba za rojstno smrtni sistem:

A A A A

Hi Hy Hin Hiis

(/11{ +:uk)7[k = /11{—1 Tyt My s k>0

ATy =17,

N. Zimic
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Lokalno ravnotezje

* Lokalno ravnotezje podaja relacijo med sosednjima

stanjema:
Ay Al A A
Hiy Hy Hia Hisa
/11{—1 Ty = H 7y ﬂ’k Ty = My Ty
ﬁk:ﬁk%@, k>0
k
N. Zimic
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